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Cours: S. Peyronnet
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Structure du cours

e Complexité et algorithmique : définitions
e Principales méthodes de tri

e Structures de données de bases

e Structures de données avancées

e Principaux paradigmes algorithmiques

Support de cours
Introduction to algorithms par Cormen, Leiserson, Rivest et Stein.



Introduction



Notion d'algorithme 3

e Selon le Petit Robert'ensemble des regles opératoires propres a
un calcul.”

e Un peu plus précisement : Uséquence de pas de calcui
prend unensemble de valeuc®mme entréeiiput) et produit un
ensemble de valeucomme sortiequtpu).

e Un algorithme résout toujours un probleme de calcul. L'énonce
du probleme spécifie la relation input / output souhaitée.



Notion d'algorithme

Exemples:

1. Multiplication
Input : deux entiersaetb
Output : leur produit ab
Algorithme : celui de I'école

2. Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)
Input : deux entiersaetb
Output : pgcd(a,b)
Algorithme : celui d’'Euclide

3. Primalité
Input : un entier a
Question : a est-il un entier premier?
Cas speécial : probleme de décision - output = réponse oui/non a une question.
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Donner une définition précise de la notion d’algorithme est assez

difficile et complexe.
Il existe plusieurs deéfinitions mathematiques depuis les années 30.

exemples:
e fonctions récursives
e )\-calcul
e machines de Turing
e RAM
(Random Access Machine : machine a acces
aléatoire)



Notion d'algorithme

Fait :
Toutes ces définitions sont équivalentes

These de Church:

Tout ce qui est calculable intuitivement est aussi
calculable par les objets formels ci-dessus

Mais:
Il existe des problemes non calculables (indécidables)

exemple:
Probleme de 'arrét

Input : Un algorithme (programme) et un input/
Output : A termine-t-il pour |?
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preuve de I'indecidabilité (par 'absurde)

Supposons que le probleme de I'arrét soit décidable.
Cela signifie alors qu’il existe un programmequi déecide si un programme
s’arréte. Définissons maintenant le programirhguivant:

— (' s’arréte quand le programme gu’il prend en entrée ne s’arréte pas.
— (' ne s’arréte pas quand le programme gu'’il prend en entrée s’arréte.

Bien sdr, un tel programme ne peut pas exister car si on l'utilise sur lui méme, on
obtient une contradiction. Et donc le probléme de 'arrét est indécidable.



Notion d'algorithme 8

Dans ce cours, on étudie seulement des problemes pour lesquels il
existe des algorithmes.

En fait, on s’intéressera aux problemes pour lesquels il existe des
algorithmesefficaces

Un exemple typique de probleme décidable pour lequel il n'y a pas
d’algorithme efficacele jeu d’échec (nombre de configurations est
environ10°Y)



Complexité des algorithmes

On veut une mesure pour comparer des algorithmes

On voudrait que la complexité :

e ne dépende pas de l'ordinateur

e ne depende pas du langage de programmation
e ne dépende pas du programmeur

o .. elC...

e Soit independante des détails

de I'implémentation
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On choisit de travailler sur un modele d’ordinateur :

RAM:
e ordinateur idealisé
e mémoire infinie
e acces a la memoire en temps constant

Le langage de programmation serapseudo-PASCAL

Pour mesurer la complexité émmpson choisit unepération
fondamentalgour le probleme de calcul particulier, et on calcule

le nombre d’opérations fondamentales exécutees par l'algorithme.
Le choix est bon si le nbre total d’opérations est proportionnel au
nbre d’'opérations fondamentales.



Complexité des algorithmes
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exemples:

Probleme

Operation fondamentale

recherche d’'un élémer

dans une liste

itcomparaison entre rélément

et les entrées de la liste

multiplication des

matrices réelles

multiplication scalaire

addition des

entiers binaires

opération binaire
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Le temps de I'exécution dépend de la taille de I'entree. On veut
considérer seulement la tailkssentiellele I'entree.

Cela peut étre par exemple:

e le nombre d’éléments combinatoires dans I'entrée
e le nombre de bits pour représenter I'entrée
e ... e1C...



Complexité des algorithmes
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exemples:

Probleme

Taille de I'entrée

recherche d’'un élémer

dans une liste

itnombre d’éléments

dans la liste

multiplication des

matrices réelles

dimension des

matrices

addition des

entiers binaires

nbre de bits pour

représenter les entier




Complexité en pire cas et moyenne
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Soit A un algorithme
D,, 'ensemble des entrées de taille
I € D, une entrée
définition :
1. cout o(I) = le nbre d’op. fondamentales exécutées paur /
2. la complexité del en pire cas:
Mazx s(n) = Max{couta(I);I € D, }
Soit Pr une distribution de probabilites sir,
définition :
la complexité ded en moyenne:
Moya(n) = Z Pr|I] - cout 4(I)

IeD,



Exemple : Recherche Seéquentielle
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RECHERCHE

Input: L,n,x; ou L estun tableall, ... n] etz est'élément recherché
Output: I'indice der dansL (0 six & L)
Algorithme : Recherche Séquentielle (RS)
varL: array|[l,...,n] of element;

X: element;

j . integer;
begin

]:=1;

while j<n andL[j] #x do begin

Ji=+1;

end { while }
If j>n thenj:=0;
end

Opéeration de base : comparaisorudavec un élément de.



Exemple : Recherche Séquentielle
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complexité en pire cas de RS
Mazxgs(n) =n

complexité en moyenne de RS:

On suppose que:
e tous les élements sont distincts

e Priz e L] =q
e Six € L alors toutes les places sont equiprobables

Pourl <: < n solit
I, ={(Lx): Ljil=x}etl, 1 ={(Lx):x &L}

Ona:
Pr(I;]) = I pourl <i < n etcoutrs(l;) =1
=1

Pr|l,. 1] — g etcoutrs(li1) =n



Exemple : Recherche Séquentielle

17

n+1
Moygs(n) = Z Pr|l;] - coutrs(1;)
i=1

Siq = 1alorsMoygg(n) = %L

Siq = % alorsMoygs(n) = 244
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EXxerciceEcrire un algorithme pour trouver la médiane de trois entiers. (Par
définition, la mediane dgk — 1 éléments est 1€€"*¢ plus grand).

— Combien de comparaisons fait votre algorithme en pire cas?
— En moyenne?
— Quel est la complexité de ce probleme?
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ExerciceOn veut déterminer si une suite binaire de longueaontient deux

0’s conseécutifs. L'opération de base est d’examiner une position dans la suite
pour voir si elle contient un 0 ou un 1. Quelle est la complexité en pire cas du
meilleur algorithme pour ce probleme quamnée-= 2,3,4,57



Ordre de grandeur des fonctions 20

On voudrait comparer la complexité de deux algorithmes

e Les constantes ont peu d’'importance, on peut les négliger.
Elles ne dépendent que des particularités de I'impléementation.

e On ne s’interesse pas aux entrées de petite taille. On va
comparer les deux complexités asymptotiguement.

Notation :
N =1{0,1,2,...} R = reels

Nt ={123,...} R = reel positifs
R* =R\ {0}
f,g : NT — R* (souvent on peut étendre — R*)
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définition:
O(f) = {g: Jc € R* ,3ng € N* ¥n > ny, g(n) < ¢- f(n)}
On dit que 'y est dans grand de /™.

exemples:

3
f(n) = % gi(n) =n+1Tn+15 go(n) = 5n°

e g1 € O(f):onprendny =1etc=2(1+17+15) et
alorsn? +17n + 15 < c- 2 sin > 1
e go € O(f): on choisitc = 10 et alorssn® < 10 - &

o [ €O (g)

o f < O(g1) sinon”; <c¢-n*+17c¢-n+ 5cetdonc
sinestgrand on g < c+ 2 ce qui est impossible.



Ordre de grandeur des fonctions
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Attention : les fonctions peuvent étre incomparables au sens du
O

ExerciceDonner un exemple de deux fonctiofi®t g telles que

fZ0(g) et g ZO(f).



Ordre de grandeur des fonctions
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définition:
Q(f)=1{g:3c>03ng e N"Vn >ngg(n)>c- f(n)}

proposition 1:
g€ O(f) < ey

preuve::



Ordre de grandeur des fonctions
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définition:
O(f) = O0(f) N Q(f)
proposition 2 :

O(f) = {g: Jci1,c0,An0 € NTVn > ngcr-f(n) < g(n) < cy-f(n)}

O(f) est appeldordre exactou ordre de grandeude f.
proposition 3:
La relationf R g si f € ©(g) est une relation d’équivalence.



Ordre de grandeur des fonctions
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Exercice

1. L'ordre exact de la fonctiofin? + 10n log n + 100 est:
1.0(nlogn)
2.09(n)
3.0(n?)
4.0(logn)

2. Soient0 < a < b deux constantes. On a:
1.0(log, n) < O(log, n)

) = O(log, n)

) > O(log, n)
n) etO(log, n) sont incomparables

n
n



Ordre de grandeur des fonctions
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Exercice

e Montrer que
O(f +g) = O(Max{f.g}).

e Soitp(n) = apn® + ... 4+ ain + ag un polyndme de degré. Montrer que

p(n) € ©(n*).



Ordre de grandeur des fonctions
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Exercice

Supposons qug(n) € ©(g(n)). Est-ce qu'il est vrai que’/ (™ ¢ ©(29(")?
Dans le cas affirmatif prouvez le, sinon donnez un contre-exemple.



Ordre de grandeur des fonctions
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définition
On définit de la facon suivante I'ordre partiel sur I'ordre de
grandeur des fonctions:

O(f) <©(g)si f € O(y)

On a alors:
O(f) =0(g) si f € O(g)

O(f) < ©O(g)si f € O(g)etg € O(f)
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Enumerer en ordre croissant I'ordre exact des fonctions suivantes:
n, 2%, nlogn, Inn, n+7n°, logn, /n, €*, 2" 1 n? n?+4+
logn, loglogn, n3, (logn)?, n!, n3/2.

(log et In dénotent respectivement la fonction de logarithme en base de 2 et en

base de e.)



Ordre de grandeur des fonctions

10° opérations par seconde.

c| logn n ns AL
102 || c| 6.6us | 0.1 ms 1s 4 -10°% années
10° | c| 99us | 1ms | 16.6 mn -
104 | ¢ | 13.3us | 10 ms| 11.5jours -
10° || ¢ | 16.6us | 0.1s | 347 années -
10° | ¢ | 19.9us | 1s | 10°années -




Ordre de grandeur des fonctions
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proposition 4 : (admise)

o lim L =c> 0 alorsg € O(f)

n—oo

o lim < =0 alorsg € O(f) et f € O(g)

n—oo

(©(9) < O(f))
o lim 2 = +ooalorsf € O(g) et g & O(f)

n—aoo f

(O(f) <©(y))

On va comparer les algorithmes selon I'ordre de grandeur de
leur complexite.



Ordre de grandeur des fonctions
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définition :
La complexitéC'(n) d'un problemeP est la complexité du meilleur
algorithme qui résoudp.

e Si un algorithme A résoud P en tempsf(n)
alors C'(n) € O(f)

e SiI'on prouve que tt algorithme qui résoud P travaille en
temps au moinsg(n) alors C'(n) € Q(g)

eSifecO(g) alorsC(n) € O(f) =0(g) etcestla
complexité du probleme



Ordre de grandeur des fonctions

Exercice

1. Supposons que

lim M — 0.

1. On a toujour®O(f) < O(g)

2. On a toujour®O(f) = O(g)

3. On a toujour®O(f) > O(g)

4.0(f) etO(g) peuvent étre incomparables
©(g

2. Supposons qué(f) =
1. existe toujours et oo
2. existe toujours et 0
3. existe toujours et ¢, ou c est une constante positive
4. n’existe pas toujours.

_ f(n)
). Est-ce quéim,, . e



Ordre de grandeur des fonctions
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Exercice

Montrer que© est une relation d’équivalence.
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Un rapide rappel



Arbres enracinés
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Rappel
Un arbre est un graphe non-orienté acyclique et connexe

Définition

Un arbre enracingrooted tree) est un arbre avec un sommet
distingue.

Le sommet distingué s’appelle lacine(root) de I'arbre.



Arbres enracinés 37

Définition
SoitT = (V,E) un arbre enraciné au sommet: un sommet d€'".

e si{y,x} est une aréte d€ ety est un ancétre de, alorsy est
le pere der, etz est un fils dey.

e la racine de 'arbre n’a pas de perexsty ont le méme pere,
alors ils sont fréres.

e UN sommet sans fils est un sommet externe ou feuille (leaf). les
autres sommets sont les sommets internes

e le nombre de fils d’'un sommetest le degre de.



Arbres enracinés
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Définition

La profondeur du sommetest la longueur de la chaine entre la
racine et le sommei.

La hauteur (ou profondeur) de I'arbre est:

Ma‘gc{pTOfondeur ()}
re
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Les arbres binaires sont définis récursivement.

Définition

un arbre binaire est une structure sur un ensemble fini de sommets.
|| est:

e SOIt vide (ne contient pas de sommet)

e soit 'union de 3 ensemble disjoints de sommets:
e UN sommet appelé racine
e Un arbre binaire : le sous-arbre gauche
e UN arbre binaire : le sous-arbre droit

La racine d’un sous-arbre gauche non vide est appelé le fils gauche
de la racine de I'arbre.



Arbres binaires
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Définition

Soita un réel non négatif.

|a| est le plus grand entier qui esta.
|a| est le plus petit entier qui et a.

exemples

T] =3

| =4

5] =15]=5
notation

log designe le logarithme en base 2.
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Theoreme 1
La profondeur d’'un arbre binairerasommets est au moinsg n |

Preuve

a. A la profondeut, il y a au plus2’ sommets dans I'arbre.

Parce que: c’est vrai a la profondeur 0, et si c’est vrai a la profondedr, a la
profondeur il y a au plus 2 fois autant de sommets, donc au plus

b. Un arbre binaire de profondedia au plu2?*+! — 1 sommets.
Parce que: on somme les sommets selon leur profondeur.
et alors :Nombre de sommets < Z?:o 2l =24+l 1

c. Soitd la profondeur de I'arbre. On suppose gue |logn|, alors
d < |logn| — 1. Il vient quen < 2lleen] _ 1 < 2leen _ 1 <y ce qui est une
contradiction.
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TRI (sorting)



Tri
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Input : Une liste den entiers(a,,ao, . . . ,a,)

Output :Une permutatioria),as, . .. ,a, ) de la liste d’entrée telle
quea; <a, <...<a oud, >a,>...>a.
Souvent les entiers sont une partie d’'une donnee plus complexe,

I'entier est alors laclé de la donnée. Et on triera les données d’apres
les clés.

La structure de donnée est une ligt@ n éléments avedl|i| = a;

au début etd[i| = a, a la fin.

L’opéeration de base pour les algorithmes de tri est la comparaison:
Ali] = Alj], c’est la seule opération permise sur les clés.



Tri
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Une autre opération eséchange on peut échanget|:] et A|;], ce
que I'on note pa|i| «— Alj].
Le resultat est alors le suivant:

k= Alil
Ali] := Alj]
Aljl =k

Un algorithme de tri esitables’il préserve 'ordre de départ des
éléments avec la méme cle.

Un algorithme de tri se fadur places’il utilise seulement un
nombre constant de variables auxiliaires.
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Tr1 par selection
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ldee .
On recherche le minimum de la liste et on le met en premiere

position, et on recommence sur la fin de la liste ou I'on a ajouté
I'élément qui se trouvait en premiere place.

Apres lek-ieme placement, lefs plus petits éléments de la liste
sont a leur place définitive.
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Exemple:

Input: 101 115 30 63 47 20
selection de 20

Placement: 20 115 30 63 47 101
selection de 30

Placement: 20 30 115 63 47 101
selection de 47

Placement: 20 30 47 63 115 101
selection de 63

Placement: 20 30 47 63 115 101
selection de 101

Placement: 20 30 47 63 101 115
output: 20 30 47 63 101 115
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procedurelRI-SELECTION
Input :
A array [1..n] of integer

vari, |, k: integer
begin
1:=1
while i<n do begir{ i-eme placement }
=
for k:=1+1tondo
it A[k] <AJj] thenj:=k
A[]] < A[l] { placement du minimum }

end
end
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Complexitée

e Nombre de comparaisons en itératian

(m—i+1)—1=n—1

e Nombre total de comparaisons:
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Tri par insertion (séquentielle)
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ldée :

e On faitn itérations.

e Apres l'itération(: — 1) les premierg: — 1) élements de la liste
sont tries.

e A l'iteration ¢ on insere d’'une maniere séquentiellé-keme
élement parmi les premie(s — 1) éléments.
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Exemple:

Input: 101

Itération 1:
Itération 2 :
Itération 3:
Itération 4 :
Itération 5:
Itération 6:

115 30 63 47 20

101
101
30
30
30
20

115 30 63 47 20

115 30 63 47 20
101 115 63 47 20
63 101 115 47 20
47 63 101 115 20
30 47 63 101 115

output: 20 30 47 63 101 115
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procedurel RI-INSERTION
Input :
A array [1..n] of integer

vari, X, kK : integer

begin

for 1:=2 to n do begin
K:=I-1; X:=A]l]
while A[k] >x do begin

Alk+1]:=A[K] ; k:=k-1 end

Al[k+1]:=x

end

end
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Complexitée

e Nombre de comparaisons a l'itération
au plus:

e Nombre total de comparaisons est au plus:

n

Zi: n(n+1) — 1€ 0(n?)

: 2
1=2
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On considere la méthode suivante,

réalisant le tri par insertion d’un tabledta N élements,
numerotés de a NV :

— pour chaque € |2, ... |N|,

— 7 :=1— 1.
— tantque(y > 0) etT|j] > T|j + 1],

— echanger les contenus dej| et 7[5 + 1].
—7:=7— 1.

Rappelons que dans le pire des cas, le nombre d’échanges

nécessaires est égal & 2 + ... (N — 1) = X221
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Exercice 1

Soient(ay, .. .,a,) €t(by,...,b,) deux suites d’entiers dont les
éléments sont tries

par ordre croissant. SAit = (aq,b1,a2,bs, . . . ,a,,b,).

Démontrer, par récurrence surgue le tri par insertion dé
nécessite, dans le pire des cas,

seulementZ™) échanges.
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Exercice 2
On considere a présent un tabléaarbitraire

de taillen = 2 x p, et 'on considere la méthode suivante :

— trier sur place, par insertion, le sous-tablead d#indices

paires,
— trier sur place, par insertion, le sous-tablead d#indices

Impaires,
— trier, par insertion, le tabledl résultant.

Quel est, dans le pire des cas, le colt de ce tri? Comparer la valeur
obtenue avec celle

du tri par insertion simple. Est-elle meilleure ou pire?
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Tri rapide (quicksort)
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|dée:

On partage la liste a trier en deux sous-listes telles que tous les
éléments de la premiere soient plus petits que les eléments de la
seconde. Par récurrence, on trie les deux sous-listes.

Comment partager la liste en deux?
On choisit une des clés de la liste, et on 'utilise comme pivot.

La liste d’origine est donc coupée en trois : une premiere liste (a
gauche) composée des élémeqtau pivot, le pivot (a sa place
définitive) et une liste (a droite ) composée des élémerds pivot.
Notre choix :le pivot est le premier element de la liste.
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Supposons qu’on a une proced®@RTITION(A,I,],K) qui effectue
la partition de la sous-liste de A entre les indices i et J, en fonction
du pivot A[i], et rend comme résultat I'indice k, ou ce pivot a été
placeé.

Avec cette procédure, on peut ecrire une procedure TRI-RAPIDE.
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procedurel RI-RAPIDE
Input :
A array [1..n] of integer
, | . Integer
vark: integer
begin
If 1<J then begin
PARTITION(A,1,},k)
TRI-RAPIDE(A,I,k-1)
TRI-RAPIDE(A,k+1,))

end
end
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procedurd”ARTITION
Input:A: array [1..n+1] of integer

, ], K: Integer
varl: integer
begin

l:=1+1; Ki=j

while |<=k do begin
while A[l] <=A][i] dol:=I+1
while A[K] >A[i] dok:=k-1
If <k then do begin

All] —<AK]; l:=+1; k:=k-1; end

end
All] —A[K]
end
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Complexitée
e Complexité en pire casd(n?)

En effet, le pire cas se produit lorsqu’une des partitions est vide et
I'autre est de tailler — 1.
Dans ce cas, on a:

1 =1

bt =11 +n

Et la solution de cette équation de récurrence e$t:
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Complexitée
e Complexité en meilleur cagd(n x log(n))

En effet, le meilleur cas se produit lorsque les deux partitions sont
de méme taille.
Dans ce cas, on a:

t1=1

Et la solution de cette équation de récurrence est:log(n) + n
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Complexitée
e Complexité en moyenn&?(n logn)

C1 — 0
n:nlzz 1(C’L—|_CTL z)_l_n
Malntenant on retrousse ses manches:

Cn:n 122 ].Cz—i_n

2 n—1
Cn = =55 X Cp—1 + = 1Z¢:1Ci+n

2 n—1
cn:mxcn_1+fz L CGitn

2 2 n—1
Cn = 27 X Gt + 0 (GE 2oy Gt — 1) + 2
Cn:%XCn_1—|—2

et maintenant les choses se corsent...
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On divise a droite et a gauche par
cp/mn=cn_1/(n—1)+2/n
Puis on posé&’,, = ¢,,/n, on a alors:

Y, =Y,_1 4+ 2/n, ce qui correspond a I'expression d’'une série
harmonique et qui donne .

cn=2xnx> 1 (1/5)
Par la formule d’euler, on trouve alors
¢, >~ 1,386 x n x log(n) + 1,154 x n

c’est a dire une fonction em x log(n).
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Tr1 Fusion
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Le principe
En appliguant la méthod#viser pour régneau probleme du tri
d’'un tableau, on obtient facilement le tri par fusion.

On appelle ce trmergesoren anglais.

Le principe est de diviser une table de longueur n en deux tables de
longueur n/2, de trier recursivement ces deux tables, puis de
fusionner les tables triées.
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Le principe

Premiere phase : Découpe
1. Découper le tableau en 2 sous-tableaux égaux (a 1 case pres)
2. Découper chague sous-tableau en 2 sous-tableaux égaux

3. Ainsi de suite, jusqu’a obtenir des sous-tableaux de taille 1



70

Le principe
Deuxieme phase : Tri/fusion

1. Fusionner les sous-tableaux 2 a 2 de facon a obtenir des
sous-tableaux de taille 2 triés

2. Fusionner les sous-tableaux 2 a 2 de fagcon a obtenir des
sous-tableaux de taille 4 triés

3. Ainsi de suite, jusqu’a obtenir le tableau entier
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Exercice
e Donner un code, dans le langage que vous voulez, qui
Implémente le Tri Fusion.

e Dérouler votre code sur la liste d’'entiers:
3 6 78 32 51 10 23 9 11 33
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Exercice : complexité

Quelle est la complexité du Tri Fusion?
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Tri a Bulle
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Le principe

e On compare les elements deux a deux de la gauche vers la droite,
en les échangeant pour les classer quand c’est necessaire.

e Quand on arrive a la fin de la liste, on recommence, jusqu’a ce
gue la liste soit classée.

e On détecte gue la liste est classee quand on a fait un passage sans
faire d’échanges.
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Exercice
e Ecrire une procedureéri-Bulle

e Dérouler I'algorithme sur la liste :
247531
Combien avez vous fait de comparaisons?

e Quelle est la complexité du tri a bulle?
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Variantes.
e Tri Boustrophedon
e Tr1 Shuttle
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TRI PAR TAS (HEAPSORT)
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ldée :
On sélectionne les minimums successifs en utilisant une structure
de donnée particulierde tas

Définition
Un arbre parfait est un arbre binaire dont les feuilles sont situees sur

deux niveaux successifs : 'avant dernier niveau est complet, et les
feuilles du dernier niveau sont regroupées le plus a gauche possible.

Exemple

O
()

/\/Q
AP
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Définition
Un arbre parfait partiellement ordonné est un arbre parfait dont les

sommets sont etiquetés par des élements a trier, et tel que I'élément
associe a chaque sommet g€shux élements associes aux fils de ce

sommet.
Exemple

(@)
& N

(2
SCER

J od
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Deéfinition

Un tas fieap est un tableau représentant un arbre parfait
partiellement ordonnée selon les regles suivantes::

e t|1| estla racine

o 1|21 ett|2: + 1] sont les fils gauche et droite de| (S'ils
existent)
Exemple
31 5|09 11,10 | 12 | 18| 14
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Propriétés simples d’'un tas
ot||i/2]|] estle pere deji| (i > 2)

e Sile nombre de sommetsest pair, alorg|n /2| a un seul fils
tn]

e Sii > |n/2|, alorst|i| est une feuille
ldée du tri par tas

|. On construit le tas

II. On enleve successivement le minimum du tas et on reconstruit
|a structure de tas sur le reste des éléments
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CONSTRUCTION DU TAS

L'essentiel est une procedubd OUT qui ajoute un element
nouveau a un tas.

On ajoute cet élément comme une feuille (au dernier niveau), puis
onl'échangeavec son pere tant qu’il est inferieur a celui-ci.
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procedurcAJOUT
Input: t: array [1..n] of integer; p, X: integdla procédure ajoute I'élement x
dans le tas t qui contient p éléments}

vari: integer
begin
if p<nthen begidon place x a la derniere feuille}
pP:=p+1;t[p]:=x;:=p;
{on échange tant que x estque son pere}
whilei>1andt[:] < t[|¢/2]] do begin
tli] < t[[i/2]]; 0= [3/2]
end
end
elsewriteln(*débordement du tas”)

end
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Exemple

%3\

@\
@@

Résultat final
/@\

@\
@i
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Complexité en pire cas
La procedurédJOUT fait au plus|logp| comparaisons.
Pourquoi?

Parce que la hauteur d’un arbre parfait sommets estlog p|.
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SUPPRESSION DU MINIMUM ET REORGANISATION DU
TAS

La procedurddESTRUCTIONremplace la racine du tas par la
derniere feuille.

Pour réorganiser le tas, on échange cet élément avec le plus petit de
ses deux fils tant qu’il est supérieur a celui-ci.
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Exemple

N
o

Résultat final

KA
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procedurcdDESTRUCTION
Input :
t: array [1..n] of integer
P, Min: integer

{DESTRUCTION retourne dans min le minimum des p éléments du tas et
reorganise le tas}

vari, j: integer
begin
min:=t[1] {retour du minimum}
t[1] :=tlp]; p:=p-1 {nouvelle taille du tas}

=1 {réorganisation du tas}
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while ¢ < |p/2] do begin

{calcul de I'indice du plus petit des deux fils dg|, ou de son seul fils}
If 2i=nort|2i] < t|2i + 1] thenj:=2i elsej:=2i+1

{éechange entre deux éléments qui sont pere et fils}
if t[i] > t[j] then begint[i] < t[j]; i:=] end
else exit

end

end

Complexité de DESTRUCTION en pire cas:

2[log p|
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algorithme TRI-TAS

e On ajoute successivement chacun de&déments dans le tas
t|1...p|, paugmente de 1 aprés chaque adjonction. A la fin on a un
tas de taillen.

e Tant quep > 1, on supprime le minimum du tas, on decrote
1, et on range le minimum a [@ + 1)eme place. Puis on
reorganise le taglp + 1...n| contient les» — p plus petits
éléments en ordre décroissant.

1 p+1
|

n—p plus petit elements
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procedurel RI-TAS
Input:t: array [1..n] of integer

varp, min: integer
begin
p:=0
while p < n do{construction du tas}
AJOUT(t,p,t[p+1]);
{p augmente de 1 a chaque appel}
while p > 1 do begin
DESTRUCTION(t,p,min)
{p diminue de 1 a chaque appel}
t[p+1]:=min
end

end
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Exemple

15‘ 12 11 7 13 9

12 15‘11 /7 13 9

(5
(2
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Exemple (suite)

11 12 15‘ /7 13 9

/7 11 12 15‘13 9

(1)
(s
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Exemple (suite)

/7 11 12 15 13‘9

&) (x

7119151312‘
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Exemple (suite)

9 11 12 15 13‘7

s (s

11 13 12 15‘9 7

(1)
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Exemple (suite)

1213151197

13 15(12 11 9 7
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Exemple (fin)
RESULTAT FINAL.:

15113 12 11 9 7

(35
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Complexité de TRI-TAS en pire cas
n—1

AJOUT: ) logi
1=2
n—1

DESTRUCTION:» 2logi

=2

W(n) = SZlogi < 3/ log zdx = 3(log, e)/2 In xdx

3(log, e)|xInx — x| = 3(logye)(nlnn —n —21n2 + 2)
= 3(nlogn —nlogy,e—2+2loge) < 3nlogn = O(nlogn)
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Construction du tas enO(n)
ldee

On utilise la partie de la procédure DESTRUCTION qui réorganise
le tas. On lance cette sous-procédure successivement a partir de
chague sommet du tas, partant du niveau le plus bas jusqu’a la
racine.
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Exemple - -
PN RN
(12) () (12) (s
S Ghed
e

YA AN
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procedureORGANISATION

Input:t: array [1..n] of integer; i: integer

{ construit un tas dont la racine est le sommet t[i] ; on suppose que les sous
arbres de t[i] sont déja un tas }

varj: integer
begin
while : < |n/2| do begir{t[i] n’est pas une feuille}
If 2i=nor t[21] <t[2i+1] then]:=2i else]:=2i+1
if t[i] >t[j] then beqirt[i] <t[j]; i:=j end
else exit
end

end
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procedureCONSTRUCTION
Input:t: array [1..n] of integer

{construit le tas dans le tableau t}
var|: integer
begin
for j:=n downtol do
ORGANISATION(t,))
end

Théoreme
CONSTRUCTION construit le tas avec 2n-2 comparaisons
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Exercice

Trier le tableau suivant en utilisant I'algorithme TRI-RAPIDE:
1215343267 602002565424 33.

Quel est le nombre de comparaisons utilisées?
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Exercice

Quelle est la valeur retournée par la procédure PARTITION quand tous les
éléements dans le tableal):..;] ont la méme valeur?
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Exercice

On se donne un tableau deéléments qui ont chacun une couleur soit rouge, soit
blanc. On veut obtenir un tableau avec deux zones: a gauche tous les éléments
rouges, a droite tous les elements blancs.

Ecrivez une procédure qui réalise cette organisation du tableau en ne testant
gu’une seule fois la couleur de chaque élément. Essayez de minimiser le nombre
moyen des échanges d’elements. Calculez ce nombre.
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Recherche dans une liste triée
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Input: L,n < 0,X ouL est une liste trieesaeléments efX est
I'élément recherché.

Output :I'index de lélémentX dansL si X € L, 0 dans le cas
contraire.

Algorithme :BINARY SEARCH (recherche binaire ou
dichotomique)
ldée:
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procedureBINARYSEARCH
Input :
L : array [1..n] of elements
X: element
first, last: 1..n
iIndex: 0..n

{ procédure récursive pour chercher X dans L, first et last sont les
iIndices respectivement du premier et du dernier élélement de la
section du tableau actuellement recherchée }
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varm: 1..n

begin iffirst <= lastthen
_  first + |last
_ L 9 J

beginm:
{ indice de I'élément au milieu de la section }

If X=L[m] thenindex:=m
else ifX < L[m] then
BINARYSEARCH(L,X,first,m-1,index)
elseBINARYSEARCH(L,X,m+1,last,index)
end

elseindex := Oend
Appel principal : BINARYSEARCH(L,X,1,n,index)
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Complexité en pire cas de BINARY SEARCH

SOItT(n) — WOTStBINARYSEARCH(n)
Alors:T(1)=1etT(n)=T(|n/2])+1

Théoreme
La solution de cette équation de récurrence est:

T(n) = [logn| + 1

Preuve
Admise (théoreme fondamental du principe de recurrence du cours
sur les paradigmes)

On voudrait maintenant montrer que BINARYSEARCH est un
algorithme optimal pour ce probleme
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Un algorithme de comparaisare peut faire d’autres opéerations que
de compareX avec les eéléments de la liste.

On va se concentrer sur le cas &un’est pas dans la liste. Une
preuvedans ce cas la est un énoncé de la forme::

o [|i] < X <Lli+1]pouri=1,..,n—1

o X < L[1]

o Lin] < X
Un algorithme de comparaison peut seulement s’arréter au cas ou
X n'est pas dans la liste s’il possede une preuve.
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Définition

L'arbre de décision (comparaison) pour un algorithinde
comparaison qui recherche un eélement dans une liste triée a
eéléments est I'arbre binaifé, dont les sommets internes sont
étiquetés par les entiers entre netelon les regles suivantes:

1. Laracine d€'4 est étiquetée par l'indice du premier élément
avec lequelA compareX

2. Supposons que I'étiqguette d’'un sommet solifetiquette du
fils gauche de ce sommet est I'indice de I'élément avec leduel
compareX si X < Li].

Analogue pour le fils droite....
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Les feuilles del’y sont étiquetées par les preuves pour le ca¥ ou
n’'est pas dans.

T4 peut étre étendu en rajoutant une feuille a chague sommet
Interne étiquete par:
cette feuille correspond au résulfét= L]
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Exemple:
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Théoreme

Chaqgue algorithme de comparaisémour rechercher un element
X dans une liste triee @ éléments fait au moingdogn | + 1
comparaisons en pire cas.

Preuve

Soit7'4 I'arbre de décision poud. Sur chagque entréd, parcourt
de faon naturelle une branche’fie. Le nombre de comparaisons
effectuées pan est la longueur de la branche. La complexité en
pire cas ded est donc la longueur de la branche la plus longue,
c’est a dire la profondeur dg,.
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Preuve (suite):

Montrons par I'absurde que le nbre de sommets internés, cest
> n. Sinon,37,1 <1 < n tel gu’aucun sommet interne n’est
étiqueté pai. Soient deux listed et L' tg

Vj # i, Llj] = L'j] # X etL[i] = X, L'[i] # X.

A ne peut pas distinguer ces deux listes (Wojrétendu), donc il
donne un résultat incorrect.

Par conséquent, la profondeur’fig est au moinslogn | + 1.
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Recherche du plus grand élement
(maximum) dans une liste.
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Input: L,n < 0 ou L est une liste de entiers.
Output:max, le plus grand élément de
procedurdFINDMAX

L : array [1..n]of integer
varmax: integer
vari: integer

begin
max := L[i];
fori:=2tondo
If max< L[i] thenmax:=L][i]
end

ComDIEXité :WOTStF]NDMAX(n) — AUFINDMAX(”) —n — L.
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Théoreme:

FINDMAX est un algorithme optimal.
Preuve:

On montre que chague algorithme de comparaidait en pire

cas au moing — 1 comparaisons pour trouver le maximumde
éléments.

Parmi lesn élémentsp — 1 ne sont pas le maximum (en pire cas).
Pour chacun de ces élémeuntsioit faire une comparaison dans
laquelle I'élément est plus petit que celui auquel il est comparé.
Par conséquent fait au moinsn — 1 comparaisons.
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Recherche du plus deuxieme plus grand
élément dans une liste.
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Input: L,n < 0 ou L est une liste de entiers distincts.
Output :seconglle deuxieme plus grand élement He

Terminologie:
X,y  Joueurs (de tennis)
X:y X]oue avecy
X >y Xgagne,y perd

Proposition chague algorithme qui trouve=condrouve aussmax

Preuve 1L’algo. pourseconddoit avoir une preuve queeconcest
deuxieme et pas premier. Cela ne peut se faire qu’en faisant une
comparaison ogecondoerd. Cette comparaison se fait alors avec

max
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On va donner deux méthodes (algorithmes) pour troageond
Méthode naive
e On cherchenaxdansL en effectuani — 1 comparaisons.

e On cherche le plus grand élement dans le reste en faisart
comparaisons.

Au total, I'algorithme naif a effectugn — 3 comparaisons.
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Methode du tournoi (tournament method)

On organise un tournoi de tennis. On fait jouer les participants 2 a 2
en manches (tours). S’il y a un nombre impair de joueurs, un joueur
progresse au tour suivant sans jeu. Le vaingueur du tournoiaest

On peut représenter un tournoi par un arbre binaire dont les feuilles
sont les joueurs.
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exemple:
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Proposition Dans un tournoi aveg joueurs, il y alog n| manches
Preuve Evidente (profondeur de I'arbre/nombres de sommets)
Rg:second a du perdre dans un jeu contre max !

Pour trouversecondlil suffit de trouver le plus grand des élements
battus pamaxsachant que le nbre de joueurs ayant joue contre
maxest|logn|.

Complexité:

e Le tournol se fait em — 1 comparaisons

e Le plus grand delog n | éléments se faiten [logn]| — 1
comparaisons
Ce qui fait un total dex + [logn| — 2 comparaisons.
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Borne inférieure sur le tri
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On peut representer tous les tris que nous avons rencontrés par des
arbres de décision. Chaque noeud interne pose une question sur la
comparaison entre 2 éléments. Le fils de gauche correspond a la
reponse négative, le fils droit a I'affirmatif. Les feuilles représentent
la permutation a effectuer pour obtenir le tableau trie.

Théoreme:

Pour triern éléments a I'aide d’'un algorithme de tri basé sur les
comparaisons, il faut(n log n) comparaisons.
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Preuve:

Tout arbre de décision pour trieréléments a! feuilles
représentant toutes les permutations possibles. Un arbre bindire a
feuilles a une hauteur de 'ordre tteg(n!).

Il reste alors a prouver queg(n!) ~ nlogn. C’'est vrai en vertu de

la formule de stirling n! ~ v2nm x (E)”
€



