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Chapitre 1

Mots, Langages

L'objectif de ce chapitre est de fournir une introduction aux modéles utilisés en informatique pour décrire,
représenter et effectuer des calculs sur des séquences finies de symboles. Avant _géirrr}]tgoduire de maniére
formelle les concepts de base auxquels ces modeles font appel (a partir de Ia%@)ﬁtmmu; S présentons
guelques-uns des grands domaines d’application de ces modéles, permettant de mieux saisir I'utilité d’'une
telle théorie. Cette introduction souligne également la filiation multiple de ce sous-domaine de l'informa-
tique théorique dont les principaux concepts et outils trouvent leur origine aussi bien du cété de la théorie
des compilateurs que de la linguistique formelle.

1.1 Quelques langages « réels »

1.1.1 Lacompilation

On désigne ici sous le terme de compilateur tout dispositif permettant de transformer un ensemble de com-
mandes écrites dans un langage de programmation en un autre langage (par exemple une série d’instructions
exécutables par une machine). Parmi les taches préliminaires que doit effectuer un compilateur, il y a I'iden-
tification des séquences de caractéres qui forment des mots-clés du langage ou des noms de variables licites
ou encore des nombres réels : cette étapeasdlyse lexicaleCes séquences s’écrivent sous la forme d'une
succession finie de caractéres entrés au clavier par I'utilisateur : ce sont donc des séquences de symboles.
D’un point de vue formel, le probléme que doit résoudre un analyseur lexical consiste donc a caractériser et

a discriminer des séquences finies de symboles, permettant de segmenter le programme, vu comme un flux
de caractéres, en des unités cohérentes et de catégoriser ces unités entre, par exemple : mot-clé, variable,
constante...

Seconde tache importante du compilateur : détecter les erreurs de syntaxe et pour cela identifier, dans I'en-
semble des séquences définies sur un alphabet contenant les noms de catégories lexicales (mot-clé, variable,
constante...), ainsi qu’un certain nombre d’opérategs(—, :, ...) et de symboles auxiliaire (}, ...),

les séquences qui sont des programmes correctement formés (ce qui ne présuppose en rien que ces pro-
grammes seront sans bogue, ni gu’ils font exactement ce que leur programmeur croit qu’ils fantlyde
syntaxiquese préoccupe, en particulier, de vérifier que les expressions arithmétiques sont bien formées, que
les blocs de programmation ou les constructions du langages sont respectées... Comme chacun en a fait
I'expérience, tous les programmes ne sont pas syntaxiquement corrects, générant des messages de plainte
de la part des compilateurs. L'ensemble des programmes corrects dans un langage de programmation tel que
Pascal ou C est donc également un sous-ensemble particulier de toutes les séquences que finies I'on peut
former avec les atomes du langage.
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En fait, la tAche de I'analyseur syntaxique va méme au-dela de ces contréles, puisqu’elle vise a mettre en
évidence lastructure internedes séquences de symboles qu’on lui soumet. Ainsi par exemple, un compi-
lateur d’expression arithmétique doit pouvoir analyser une séquence tell€ague Var x Var comme

Var + (Var % Var), afin de pouvoir effectuer correctement le calcul requis.

Trois problemes majeurs donc pour les informaticiens : définir la syntaxe des programmes bien formés,
discriminer les séquences d’'atomes respectant cette syntaxe et identifier la structuration interne des pro-
grammes, permettant de déterminer la séquence d’instructions a exécuter.

1.1.2 Bio-informatique

La biologie moléculaire et la génétique fournissent des exemples “naturels” d’objets modélisables comme
des séquences linéaires de symboles dans un alphabet fini.

Ainsi chague chromosome, porteur du capital génétique, est-il essentiellement formé de deux brins d’ADN :
chacun de ces brins peut étre modélisé (en faisant abstraction de la structure tridimensionnelle hélicoidale)
comme une succession de nucléotides, chacun composé d’'un phosphate ou acide phosphorique, d’'un sucre
(désoxyribose) et d’'une base azotée. Il existe quatre bases différentes : deux sont dites puriques (la guanine
G et I'adénine A), les deux autres sont pyrimidiques (la cytosine C et la thymine T), qui fonctionnent «par
paire», la thymine se liant toujours a I'adénine et la cytosine toujours a la guanine. L'information encodée
dans ces bases déterminant une partie importante de I'information génétique, une modélisation utile d'un
brin de chromosome consiste en la simple séquence linéaire des bases qui le composent, soit en fait une (trés
longue) séquence définie sur un alphabet de quatre lettres (ATCG).

A partir de ce modéle, la question se pose de savoir rechercher des séquences particuliéres de nucléo-
tides dans un chromosome ou de détecter des ressemblances/dissemblances entre deux (ou plus) fragments
d’ADN. Ces ressemblances génétiques vont servir par exemple a quantifier des proximités évolutives entre
populations, a localiser des genes remplissant des mémes fonctions dans deux especes voisines ou encore
a réaliser des tests de familiarité entre individus. Rechercher des séquences, mesurer des ressemblances
constituent donc deux problémes de base de la bio-informatique.

Ce type de calculs ne se limite pas aux génes et sont aussi utilisées pour les protéines. En effet, la structure

primaire des protéines peut étre modélisée par la simple séquence linéaire des acides aminés qu’elle contient
et qui détermine une partie des propriétés de la protéine. Les acides aminés étant également en nombre fini

(20), les protéines peuvent alors étre modélisées comme des séquences finies sur un alphabet comportant 20
lettres.

1.1.3 Leslangues «naturelles»

Parlangue naturelleon entend tout simplement les langues qui sont parlées (parfois aussi écrites) par les

humains. Les langues humaines sont, a de multiples niveaux, des systemes de symboles :

— les suites de sons articulées pour échanger de I'information s’analysent, en dépit de la variabilité acous-
tique, comme une séquence linéaire unidimensionnelle de symboles choisis parmi un inventaire fini, ceux
gue I'on utilise dans les transcriptions phonétiques. Toute suite de son n’est pas pour autant nécessaire-
ment une phrase articulable, encore moins une phrase compréhensible ;

— les systémes d’écriture utilisent universellement un alphabet fini de signes (ceux du francais sont des
symboles alphabétiques) permettant de représenter les mots sous la forme d’'une suite linéaire de ces
signes. La encore, si tout mot se représente comme une suite de lettres, la réciproque est loin d’étre vraie !
Les suites de lettres qui sont des mots se trouvent dans les dictiohnaires

Pas toutes : penser aux formes conjuguées, aux noms propres, aux emprunts, aux néologisme, aux argots...
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— sil’on admet, en premiére approximation, que les dictionnaires représentent un nombre fini de mots, alors
les phrases de la langue sont aussi des séquences d’éléments pris dans un inventaire fini (le dictionnaire,
justement). Toute suite de mots n’est pas une phrase grammaticalement correcte, et toutes les phrases
grammaticalement correctes ne sont pas nécessairement compréhensibles.

S’attaquer au traitement informatique des énoncés de la langue naturelle demande donc, de multiples ma-

nieres, de pouvoir distinguer ce qui est «de la langue» de ce qui n'en est pas. Ceci permet par exemple

d’envisager de faire ou proposer des corrections. Le traitement automatique demande également d’identi-
fier la structure des énoncés (“ou est le sujet ?”, “ou est le groupe verbal ?”...) pour vérifier que I'énoncé
respecte des régles de grammaire (“le sujet s’accorde avec le verbe”) ; pour essayer de comprendre ce que

I'’énoncé signifie : le sujet du verbe est (a I'actif) I'agent de I'action ; voire pour traduire dans une autre

langue (humaine ou informatique!). De nombreux problémes du traitement des langues naturelles se modé-

lisent comme des problemes de théorie des langages, et la théorie des langages doit de nombreuses avanceée:
aux linguistes formels.

1.2 Terminologie

1.2.1 Bases

Etant donné un ensembii@i de symboleg, que I'on appelle Biphabet, on appellemot toute séquence
finie (éventuellement vide) d’éléments HePar convention, le mot vide est notéd-a longueur d’'un mot

u, notée| u | , correspond au nombre total de symboles:dehaque symbole étant compté autant de fois
qu’il apparait). Par conventiofie| = 0. Autre notation utilej« | , compte le nombre total d’occurences du
symbolea dans le mot.. On a naturellement|u| =3 5 |u] 4.

L'ensemble de tous les mots formés a partir de I'alphabgesp. de tous les mots non-vides) est rioté
(resp.X 7). Unlangage surX. est un sous-ensemble Bg.

L'opération deconcaténatiorde deux mots: et v de ¥* résulte en un nouveau mab, constitué par la
juxtaposition des symboles deet des symboles de On a alor§uv| =|u| + |v| etune relation similaire
pour les décomptes d’'occurences. La concaténation est une opération intethe el est associative,
mais pas commutative (sauf dans le cas dégénéig pa contient qu’un seul symbole).est I'élément
neutre pour la concaténatioruz = eu = u. Conventionnellement, on noteté& la concaténation de
copies deu, avec bien stiu’ = ¢. Siu se factorise sous la forme = zy, alors on écriray = 2~ !u et
T = uyil.
¥*, muni de I'opération de concaténation, possede donc une structorera#de (rappelons : un monoide

est un ensemble muni d'une opération interne associative et d'un élément neutre ; lorsqu’il n’y a pas de
d’élément neutre on parle demi-groupg. Ce monoide est le monoitibre engendré pak : tout motu

se décompose de maniémeiquecomme concaténation de symbolesitle

Quelques exemples de langages définis sur l'alpiabet{a, b, c}. ¥* vaut alorss* = {¢, a, b, ¢, ab, ba, . . .}

— {¢,a,b,c}, soit tous les mots de longueur strictement inférieure & 2;

— {ab, acb, aab, acab, aabb, ...}, soit tous les mots qui commencent parauet finissent par uh;

— {€,ab,aabb, aaabbd, ...}, soit tous les mots contenanta suivis d’autant deh. Ce langage est noté
{a"b",n > 0};

— {€, abe, aabbee, aaabbbeee, . . .}, Soit tous les mots contenantoccurences de la lettre suivies d’'un
nombre identique d'occurences de la letiresuivies d’autant de fois la lettre Ce langage est noté
{a"b"c",n > 0}.

— {¢,a,aa,aaa,aaaaa . ..}, tous les mots composées d’'un nompremierde a.

Il existe un nombre dénombrable de mots dahamais le nombre de langages daitsest non-dénombrable.

10
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Parmi ceux-ci, tous ne sont pas a la portée des informaticiens : il existe, en effet, des langages qui «résistent»
a tout calcul, c’est-a-dire, plus précisément, qui ne peuvent pas étre énumérés par un algorithme.

1.2.2 Quelques notions de calculabilité

Plus précisément, la théorie de la calculabilité introduit les distinctions suivantes :

Définition 1.1 (Langage récursivement énumérable)Un langageL estrécursivement énumérableg’il
existe un algorithmel qui énumere tous les mots de

En d’autres termes, un langag@ieest récursivement énumérable s'il existe un algorittr(eu, de maniere
équivalente, une machine de Turing) tel que tout mok asst produit par un nombre fini d'étapes d'exécu-
tion de A. Autrement dit, sil. est récursivement énumérableuetst un mot dd., alors en laissant tourner
A «assez longtemps», I'algorithme énumératédinira par produireu.

Il est équivalent de définir les langages récursivement énumérables comme les |ldngagesesquels il

existe une machine de Turing gqeconnaites mots de., c'est-a-dire qui s’arréte dans un état d'acceptation
pour tout mot del.. Cela ne préjuge en rien du comportement de la machine pour un mot qui n’est pas dans
L : en particulier cette définition est compatible avec une machine de Turing bouclant sans fin pour certains
mots n'appartenant pas/a

Définition 1.2 (Langage récursif) Un langageL estrécursif s'il existe un algorithmeA qui, prenant un
motu de X* en entrée, répondui Si u est dansl et répondnon sinon. On dit alors que I'algorithmel
décidele langageL.

Tout langage récursif est récursivement énumérable : il suffit, pour construire une énumératiodede
prendre une procédure quelconque d’énumératioR*d@ar exemple par longueur croissante) et de sou-
mettre chaque mot énuméré a I'algorithrdequi décideL. si la réponse del estoui, on produit le mot
courant, sinon, on passe au suivant. Cette procédure énumére effectivement tous les inddame la
pratique, seuls les langages récursifs ont un réel intérét pratique, puisqu'’ils correspondent a des distinctions
qui sont calculables entre mots dahet mots hors dé..

De ces définitions, retenons une premiére limitation de notre savoir d’informaticien : il existe des langages
gue ne nous savons pas énumérer. Ceux-ci ne nous intéresseront plus guére. Il en existe d’autres que nous
savons décider et qui recevront la majeure partie de notre attention.

Au-dela des problémes de la reconnaissance et de la décision, il existe d’'autres types de calculs que nous
envisagerons et qui ont des applications bien pratiques dans les différents domaines d’applications évoqués
ci-dessus :

— comparer deux mots, évaluer leur ressemblance

rechercher un motif dans un mot

comparer deux langages

apprendre un langage a partir d’exemples

11



c.Ing.wop
acteurs

stances

1.3 Opérations sur les mots

1.3.1 Facteurs et sous-mots

u est unfacteur dew s'il existe u; etuy dans¥* tels quev = ujuug. Siu; = € (resp.ug = ¢), alorsu

est unpréfixe (resp.suffixe) dev. Siw se factorise emviugvs . .. UV UL+1, OU tOUS lesu; etv; sont

des mots d&*, alorsv = vyv,. .. v, estsous-motfdew. Contrairement aux facteurs, les sous-mots sont
donc construits a partir de fragments non nécéssairement contigus, mais dans lesquels I'ordre d’apparition
des symboles est toutefois respecté. On appelle facteur (resp. préfixe, suffixe, sopgpretde u tout

facteur (resp. préfixe, suffixe, sous-mot)ddifférent deuw.

On noterapref, (u) (resp.suff(u)) le préfixe (resp. le suffixe) de longuetide . Si k est plus grand que
|u| , prefi(u) désigne simplement.

Les notions de préfixe et de suffixe généralisent celles des linglidimst le monde s’accorde sur le fait
guein est un préfixe dén fini ; seuls les informaticiens pensent qu'’il en va de méme pauwrf ou encore
infi. De méme, tout le monde est d’accord pour dire que est un suffixe deoilure ; mais seuls les
informaticiens pensent quéure est un autre suffixe devilure.

Un mot non-videu estprimitif si 'équationu = v* n"admet pas de solution poar> 1.

Deux motsz = uv ety = vu se déduisant I'un de l'autre par échange de préfixe et de suffixe sont dits
conjugués |l est facile de vérifier que la relation de conjugaisest une relation d’équivalence.

Le miroir ou transposéu® du motu = wu ... u,, o0 lesu; sont dansZ, est défini par u? = u, ... u;.
Un mot est unpalindrome s'il est égal & son miroirradar, sas sont des palindromes du vocabulaire
commun. On vérifie simplement que les préfixes:fesont précisément les transposés des suffixesete
réciproquement.

1.3.2 Distances entre mots
Une famille de distances

Les relations de préfixe, suffixe, facteur et sous-mot induisent autant de relations gantiEbsur >* : ce

sont, en effet, des relations reflexives, transitives et antisymétriques. Ainsi pourra-t-on dire<gue si

u est un préfixe de. Deux mots quelconques ne sont pas nécessairement comparables pour ces relations,
mais il apparait que pour toute paire de mots, toutefois, il existe un plus long préfixe (resp. suffixe, facteur,
sous-mot) commun. Dans le cas des suffixes et préfixes, ce plus long facteur commun est de plus unique.

Sil'on noteplpc(u, v) le plus long préfixe commun-aet av, alors la fonctiond, (u, v) définie par :
dp(u,v) =|uv| —2 | plpe(u, v)|

définit une distance sit*. On vérifie en effet que :

— dp(u,v) >0

—dy(u,v) =0 u=uv

— dp(u,w) < dy(u,v) + dy(v,w). La vérification cette inégalité utilise le fait que le plus long préfixe
commun & et &w est au moins aussi long que le plus long préfixe commuipdu, v) et aplpe(v, w).

2Attention : il y a ici désaccord entre les terminologies frangaises et anglaisiesord signifie en faifacteuret c’estscattered
subword qui est I'équivalent anglais de notseus-mat

30n parle aussi en linguistique tirminaisonau lieu de suffixe.

4Ici, rien & voir avec la conjugaison des grammairiens.
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On obtient également une distance lorsque, au lieu de considérer la longueur des plus longs préfixes com-
muns, on considére celle des plus longs suffixk$, des plus longs facteufd;) ou des plus longs sous-

mots commungd,, ). Dans tous les cas, la seule propriété demandant un effort de justification est I'inégalité
triangulaire. Dans le cas des suffixes, elle se démontre comme pour les préfixes.

Pour traiter le cas des facteurs et des sous-mots, il est utile de considérer les mots sous une perspective
un peu différente. Il est en effet possible d’envisager unmdé > comme undonctionde l'intervalle

I=1[1... |u]]vers, qui a chaque entierassocie lg“" symbole deu : u(i) = u;. A toute séquence
croissante d'indices correspond alors un sous-mot; si ces indices sont consécutifs on obtient un facteur.

Nous traitons dans la suite le cas des sous-mots et nptems:(u, v) le plus long sous-mot commurget
av. Veérifier dp, (u, w) < dp(u,v) + dpy, (v, w) revient a verifier que :

|luw| — 2 |plsme(u,w)| < Juv| — 2 |plsme(u,v)| + |vw| — 2 | plsme(v, w)|

soit encore :
| plsme(u,v)| + |plsme(v,w) | < |v| 4+ |plsme(u, w)|

En notant! et .J les séquences d’indices de... | v| | correspondant respectivemenplamc(u,v) et a
plsme(v, w), on note tout d’abord que :
|plsme(u,v)| + |plsme(v,w)| =[TUJ|+ [INJ|

On note ensuite que le sous-mot«weonstruit en considérant les symboles aux positions de/ est un
sous-mot de: et dew, donc nécessairement au moins aussi longugs@c(u, w). On en déduit donc que :
|[INJ| <|plsmc(u,w)| . Puisque, par ailleurs, onjd U J| < |v|, on peut conclure que :

|plsme(u,w)| + [v] >|TUJ|+ [INJ|

Et on obtient ainsi précisément ce qu'il fallait démontrer. Le cas des facteurs se traite de maniére similaire.

Distance d’'édition et variantes

Une autre distance communément utilisée Stirest la distancel’édition , ou distance de Levinshtein,
définie comme étant le plus petit nombre d’opérations d’édition élémentaires nécessaires pour transformer
le motwu en le motv. Les opérations d’édition élémentaires sont la suppression ou I'insertion d’un symbole.
Ainsi la distance dehien achameau est-elle de 6, puisque I'on peut transformer le premier mot en l'autre

en faisant successivement les opérations suivantes : supprimsérera, pui§arg;|hs%psj?rimem, insérera,

puisu. Cette métamorphose d’un mot en un autre est décomposée danshé&%lei

mot courant opération

chien supprimer;
chen insérera
chaen insérerm
chamen supprimem
chame insérera
chamea insérery
chameau

TAB. 1.1 — Métamorphose de chien en chameau
Deux mots consécutifs sont a distance 1. L'ordre des opérations élémentaires est arbitraire.

De multiples variantes de cette notion de distance ont été proposées, qui utilisent des ensembles d’opérations
différents et/ou considérent des poids variables pour les différentes opérations. Pour prendre un exemple réel,

13



g.orders

siI'on souhaite réaliser une application qui «corrige» les fautes de frappe au clavier, il est utile de considérer
des poids qui rendent d’autant plus proches des séquences qu’elles ne difféerent que par des touches voisines
sur le clavier, permettant d’intégrer une modélisation des confusions de touches les plus probables. On
considérera ainsi, par exemple, dugte est une meilleure correction dette quebotte ne I'est, bien que

les deux mots se transformentigrite par une série de deux opérations élémentaires.

L'utilitaire Unix diff implante une forme de calcul de distances. Cet utilitaire permet de comparer deux
fichiers et d’imprimer sur la sortie standard toutes les différences entre leurs contenus respectifs.

1.3.3 Ordres sur les mots

Nous avons vu gu’on pouvait définir des ordres partiel@8uen utilisant les relations de préfixe, suffixe...

Il est possible de définir des ordrestauxsur X%, & la condition de disposer d’un ordre totalsur ©. A

cette condition, I'ordrdexicographiquesur >* noté<; est défini pau <; v ssi

— soitu est un préfixe de

— soit sinonu = tu/, v = tv’ avecu’ # e etv’ # e, et le premier symbole de& précede celui de’ pour <.

Cet ordre est celui traditionnellement utilisé dans les dictionnaires ; il conduit toutefois & des résultats contre-
intuitifs lorsque I'on manipule des langages infinis.

L'ordre radiciel (ou militaire) <, utilise égalemenk, mais privilégie, lors des comparaisons, la longueur
des chainesu <, v Si et seulement si :

~ Ju| <|v|

= |u| =|v]| etu <;v

Ainsi est-on assuré, lorsque I'on utilise I'ordre alphabétique que (i) il existe un nombre fini de mots plus
petits qu’un mot arbitraire ; (i) que pour toutw, w’ siu <, v alorswuw’ <, wvw'.

1.3.4 Quelques résultats combinatoires élémentaires

La propriété suivante est trivialement respectée :
Lemme 1.1

Yu,v,z,y € X, uv = vy = It € ¥ tg. soitu = xt ettv = y, Soitz = ut etv = ty.

Cette propriété est illustrée sur la figure suivante :

X y
u v
u t y
FiG. 1.1 — lllustration d’un résultat combinatoire simple fig\protect

5C’est une premiére approximation : pour bien faire il faudrait aussi prendre en compte la fréquence relative des mots proposés...
Mais c’est mieux que rien.
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Ce résultat est utilisé pour démontrer deux autres résultats élémentaires, qui découlent de la non-commutativité
de la concaténation.

Théoreme 1.1si xy = yz, avecr # ¢, alors Ju,v € X* et un entierk > 0 tels que :x = wv, y =

(uv)Fu = u(vu)k, z = vu.

Preuve : siz| >|y| , alors le résultat précédent nous permet d’écrire directementyt, ce qui, en
identifiantu ety, etv at, nous permet de dériver directement les égalités voulueskpeun.

Lecasouly| >|z| se traite par induction sur la longueur gelLe cas o(j y | vaut 1 étant immédiat,
supposons la relation vraie pour tgutle longueur au moins, et considérong avec|y| = n+ 1. Il existe
alorst tel quey = «t, d’'ou I'on dérivextz = xxt, soit encorez = xt, avec|t| < n.L’hypothése de
récurrence garantit I'existence deetv tels quer = uv ett = (uv)*u, d'oly = uv(uv)*u = (uv)*+u.

Théoréme 1.2sizy = yx, avecr # €,y # ¢, alorsJu € X* et deux indices et j tels quer = u’ et
y=ul.

Preuve : ce résultat s’obtient de nouveau par induction sur la longuety.d@our une longueur égale a
2 le résultat vaut trivialement. Supposons le valable jusqu’a la longuegtr considérongy de longueur
n+ 1. Par le théoréme précédent, il exiatetwv tels quer = uv, y = (uv)*u, d’ot on déduit uv(uv)*u =
(uv)*uuv, soit encoreuv = vu. En utilisant I'hypothése de récurrence il vient alois = ¢/, v = ¢/, puis
encorer = t'1J ety = t*+k(i+3)  qui est le résultat recherché.

L'interprétation de ces résultats est que les équations durtype y n'admettent que des solutiopério-
diques c’est-a-dire des séquences qui sont construites par itération d’'un méme motif de base.

1.4 Opérations sur les langages

1.4.1 Opérations ensemblistes

Les langages étant des ensembles de séquences, toutes les opérations ensemblistes «classiques» leur sor
donc applicables. Ainsi, les opérations d’'union, d’'intersection et de complémentation(gaesdéfinissent-

elles pourL, L, et L, des langages dB(X*) par :

— L1ULy ={u€e X" ue Louu € Ly} ;U est une opération commutative et associative

— LinNLy={u€X* uec L etu € Ly}; N estune opération commutative et associative

- L={ueXu¢glL}

L'opération de concaténation (on dit égalemenpieduit, mais ce n'est pas le produit cartésien), définie

sur les mots, se généralise naturellement aux langages par :

— LiLy ={u,3(z,y) € L1 X Latq.u = zy}

On note, de nouveau, que cette opération est associative, mais pas commutative. Comme précédemment,
litération den copies du langagé se noteral”, avec, par convention L0 = {¢}. Attention : ne pas
confondreL™ avec le langage contenant les puissances niémes des mbtstdpii serait défini pafu €

¥, Fve Lyu=v"}.

L'opération defermeture de Kleengu plus simplemenitétoile) d’'un langagel. se définit par :

— L* =U;j»o L'

On définit également™ = J,~, L’ : & la différence dé.* qui contient toujours, Lt ne contienk que si
L le contient. Ona L™ = LL*.
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L* contient tous les mots qu’il est possible de construire en concaténant un nombre fini (éventuellement
réduit a zéro) d'éléments du langafeOn notera que st est un alphabet finb.*, tel que défini précédem-

ment, représentéensemble des séquences finies que I'on peut construire en concaténant des symboles de
Y. Remarquons que, par définitidit, n’est pas vide, puisqu’il (ne) contient (que)

Un des intéréts de ces notations est qu’elles permettent d’exprimer de maniére formelle (et compacte) des
langages complexes, éventuellement infinis, a partir de langages plus simples. Ainsi 'ensemble des suites
de 0 et del contenant la séquendd 1 s’écrira par exemple {0,1}*{111}{0,1}*, la notation{0, 1}*
permettant un nomtécrhe‘;j1 arrat{itraire deet del avant la séquencell. La notion d’expression rationnelle,
introduite au chapitrg, developpe cette intuition.

1.4.2 Plus d’opérations dansP(3*)

Pour un langagé surX*, on définit les concepts suivants :

Définition 1.3 (Ensemble des préfixesBoit L un langage dec*, on définit I'ensemble des préfixes He
noté Pref (L) par :
Pref(L) ={ue¥* | Jve X uv e L}

On dit qu'un langagel est un langageréfixesi pour toutu et v dansL, on au ¢ Pref(v) etv ¢

Pref (u). En utilisant un langage préfixe fini, il est possible définir un procédé de codage donnant lieux a des
algorithmes de décodage simples : ces codes sont apgmelés préfixe€En particulier, les codes produits

par les codages de Huffman sont des codes préfixes.

Petite application du concept : montrez que le produit de deux langages préfixes est encore un langage
préfixe.

Définition 1.4 (Ensemble des suffixespoit L un langage de_*, on définit 'ensemble des suffixes He
noté Suff (L) par :
Suff(L) ={u e ¥ | Jve X vue L}

Définition 1.5 (Ensemble des facteurs)Soit L un langage d&_*, on définit 'ensemble des facteurs He
noté Fac(L) par :
Fac(L) ={v e ¥ | Ju,w € ", uwvw € L}

Définition 1.6 (Quotient droit) Le quotient droit d’'un langagé par le motw est défini par :

Ly, ={ve¥ |wvel}

Le quotient droit d’'un langage par un matest donc I'ensemble des mots 8¢ qui, concaténés &,
produisent un mot dé. Cette notion généralise la notion «d’inverse» d’'un mot : on pourrait tout aussi bien
noter cet ensemble ! L.

Définition 1.7 (Congruence Droite) Unecongruence droitele * est une relatiorR de ¥X* qui vérifie :

Vw,w' € ¥, wRw' = (VYu, wuRw'u)

5Notez que, ce faisant, on identifie un peu abusivement les symboles (les élém&htstdes séquences formées d’un seul
symbole de_.
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Définition 1.8 (Congruence droite associée a un langade SoitL unlangage et soient; , w, deux mots
tels queL ,,, = L,,,. Il est clair, par definition du quotient, que I'on a alo¥&, L,y = L /- S'€N
déduit une congruence droife . «naturellement» associéelaet définie par :

wRpwy & L/w1 = L/w2

i@@i@::] 1.4.3 Morphismes

Définition 1.9 (Morphisme) Un morphisme d’'un monoideM dans un monoidé&’ est une applicatiorp

telle que :
— ¢(enr) = en : image de I'élément neutre d&/ est I'élément neutre d'.

— o(uv) = ¢(u)p(v)

L'application longueur est un morphisme de monoidéX¥, .) dans(N, +) : on a trivialemente| =0
etlw | =|u| + |v]| . On vérifie simplement qu'il en va de méme pour les fonction de comptage des
occurrences.

Définition 1.10 (Code) Un code est un morphisme injectib(u) = ¢(v) entraineu = v.
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Chapitre 2

Langages et expressions rationnels

Une premiére famille de langage est introduite, la famille des langagesanels Cette famille contient en
particulier tous les langages finis, mais également de nombreux langages infinis. La caractérisque de tous
ces langage est la possibilité de ticrire par des formules (on dit aussiotifs en anglaigatterns) trés

simples. L'utilisation de ces formules, connues sous le nom d’expressions ratiotsiefiesnposé sous de
multiples formes comme la «bonne» maniére de décrire des motifs représentant des ensembles de mots.

N - . .. R sec, rat.terms . .
Apres avoir introduit les principaux concepts formels (a la se&l.aﬁ nous etudions quelques systemes
informatiques classiques mettant ces concepts en application.

at.terms 2.1 Rationnalité

,:lc_rat_mg 2.1.1 Langages rationnels

Parmi les opérations définies dah&X*) a la sectioﬁﬁ%ﬁl?rg&%%t distinguées et sont qualifiéegalion-

nelles: il s’agit de I'union, de la concaténation et de I'étoil& contrario, notez que la complémentation et
I'intersection ne sont pas des opérations rationnelles. Cette distinction permet de définir une famille impor-
tante de langages : les langagasonnels

Définition 2.1 (Langages rationnels)Soit > un alphabet fini. Lesangages rationnelsur X sont définis
inductivement par :
(i) {€} et sont des langages rationnels
(i) Va € X, {a} estun langage rationnel
(i) si L, L1 et L, sont des langages rationnels, alais U Lo, L1 Lo, et L* sont également des langages
rationnels.
@l Est alors rationnel tout langage construit par un nombre fini d’application de la récurrence (iii).

Par définition, tous les langages finis sont rationnels, puisqu'ils se déduisent des singletons par un nombre
fini d'application des opérations d’union et de concaténation. Par définition également, I'ensemble des lan-
gages rationnels est clos pour les trois opérations rationnelles (on dit aussi qu'il est rationnellement clos).

La famille des langages rationnels correspond précisément au plus petit ensemble de langages qui (i) contient
tous les langages finis, (ii) est rationnellement clos.

'on trouve également le terme d’expressiéguliére mais cette terminologie, quoique bien installée, est trompeuse et nous ne
I'utiliserons pas dans ce cours.
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Un langage rationnel peut se décomposer sous la forme d’une formule finie, correspondant aux opérations
(rationnelles) qui permettent de le construire. Prenons I'exemple du langage, $yrcontenant tous les

mots dans lesquels apparait au moins une fois le fattduiCe langage peut s’écrird0, 1}*{111}{0, 1}*,
exprimant que les mots de ce langage sont construits en prenant deux mots quelcontfustseteinsérant

entre eux le mot 11 : on peut en déduire que ce langage est bien rationnelexjg®ssions rationnelles
définissent un systéme de formules qui simplifient et étendent ce type de notation des langages rationnels.

2.1.2 Expressions rationnelles

Définition 2.2 (Expressions rationnelles)SoitY un alphabet fini. Lesxpressions rationnellgdRE) sur:

sont définies inductivement par :

(i) € et sont des expressions rationnelles

(i) Va € 3, a estune expression rationnelle

(ii) sie; eteg sont deux expressions rationnelles, algfs | e2), (e1e2), (e]) et(e3) sont également des
expressions rationnelles.

On appelle alors expression rationnelle toute formule construite par un nombre fini d’application de la

récurrence (iii).

lllustrons ce nouveau concept, en prenant maintenant 'ensemble des caractéres alphabétiques comme en-
semble de symboles :

- r,e,d, é sontdes RE (par (ii))

— re etdé sont des RE (par (iii))

— faire est une RE (par (ii), puis (iii)

— (re | dé) est une RE (par (iii))

— ((re | dé))* estune RE (par (iii))

— (((re | dé))* faire) est une RE (par (iii))

A quoi servent ces formules ? Comme annoncé, elles servent a dénoter des langages rationnels. Linterpré-
tation (la sémantique) d’'une expression est définie par les régles inductives suivantes :

(i) e dénote le langagée} et dénote le langage vide.

(i) Va € 3, a dénote le langagéu}

(iii.1) (e1 | e2) dénote I'union des langages dénotésqaet pares

(iii.2) (ereq) dénote la concaténation des langages dénotés fdipares

(iii.3) (e*) dénote I'étoile du langage dénoté par

Revenons a la formule précédenté(re | dé))* faire) dénote 'ensemble des séquences de lettres formées

en itérant a volonté un des deux préfixesou dé, concaténé au suffixgaire : cet ensemble décrit en fait

un ensemble de mots existants ou potentiels de la langue francaise qui sont dérivés par application d'un
procédé tout a fait régulier de préfixation verbale.

Par construction, les expressions rationnelles permettent de dénoter précisément tous les langages rationnels,
et rien de plus. Si, en effet, un langage est rationnel, alors il existe une expression rationnelle qui le dénote.
Ceci se montre par une simple récurrence sur le nombre d’opérations rationnelles utilisées pour construire
le langage. Réciproquement, si un langage est dénoté par une expression rationnelle, alors il est lui-méme
rationnel [de nouveau par induction sur le nombre d'étapes dans la définition de I'expression]. Ce dernier
point est important, car il fournit une premiére méthode pmouverqu’un langage est rationnel : il suffit

pour cela d’exhiber une expression qui le dénote.

Pour alléger les notations (et limiter le nombre de parenthéses), on imposera les régles de précédence sui-
vantes : |'étoile §) est I'opérateur le plus liant, puis la concaténation, puis I'unioh @Ainsi, aa* | b*
s'interpréte-t-il commé (a(a*)) | (b*)).
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La correspondance entre expression et langage n’est pas biunivoque : chaque expression dénote un unigue
langage, mais a un langage donné peuvent correspondre plusieurs expressions différentes. Ainsi, les deux
expressions suivantes* (a*ba*ba*)* eta*(ba*ba*)* sont-elles en réalité deux variantes notationnelles du
méme langage st = {a, b}.

Définition 2.3 (Expressions rationnelles équivalentespPeux expressions rationnelles s@wjuivalentesi
elles dénotent le méme langage.

Comment déterminer automatiquement que deux expressions sont équivalentes ? Existe-t-il une expression
canonique, correspondant a la maniére la plus courte de dénoter un langage ? Cette question n’est pas ano-
dine : pour calculer efficacement le langage associé a une expression, il semble préférable de partir de la

version la plus simple, afin de minimiser le nombre d’opérations a accomplir.

14 . . ab.rat.ratid . .
Un élément de réponse est fourni avec les formules de Ia&éﬁblﬂw expriment, (par le signe), un certain
nombre d'équivalences élémentaires :

fe=eb=10 ce=ce=e
0 =e € =ce
elf=1fle elh=e
ele=e e* = (e)*

e(flg)=efleg (el flg=egl fg
(ef)e=e(fe)”
(elfyr=eelf) | (el f)=(]f)
(el fr=(ef) | (el f)*=(e"f)e

TAB. 2.1 — Identités rationnelles tab.rat.rat

En utilisant ces identités, il devient possible d’opérer des transformations purement syntaxiques (c'est-a-
dire qui ne changent pas le langage dénoté) d’expressions rationnelles, en particulier pour les simplifier. Un
exemple de réduction obtenue par application de ces expressions est le suivant :

bo*(a*b* | )b = b(b*a*b* | b*)b
= b(b*a* | e)b*b
= b(b*a* | €)bb*

La conceptualisation algorithmique d’%mer §tr%q.lt§gie efficace permettant de réduire les expressions ration-
nelles sur la base des identités de la tzﬁi% tant un projet difficile, 'approche la plus utilisée pour tester
I'équivalence de deux expressions rationnelles n’utilise pas directement ces identités, mais fait plutét agpel

N . .. . L, L, . . . ISsec.1sa.rec-r
a leur transformation en des automates finis, qui sera présentée dans le chapitre suivant (& fon

2.2 Extensions notationnelles

Les expressions rationnelles constituent un outil puissant pour décrire des langages simples (rationnels). La
nécessité de décrire de tels langages étant récurrente en informatique, ces formules sont donc utilisées, avec
de multiples extensions, dans de nombreux outils d'usage courant.
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Par exemplegrep est un utilitaire disponible sous UNIX pour rechercher les occurrences d’'un mot(if) dans
un fichier texte. Son utilisation est simplissime :

> grep ’'chaine’ mon.texte

imprime sur la sortie standard toutes liggesdu fichiermon.texte contenant au moins une occurrence
du mot 'chaine’.

En faitgrep permet un peu plus : a la place d’'un mot unique, il est possible d'imprimer les occurrences
de tous les mots d'un langage rationnel quelconque, ce langage étant défini sous la forme d’'une expression
rationnelle. Ainsi, par exemple :

> grep ’'cha*ine’ mon.texte

recherche (et imprime) toute occurrence d’un mot du langagéine dans le fichiemon.texte . Etant
donné un motif exprimé sous la forme d’une expression rationagljeep analyse le texte ligne par ligne,
testant pour chaque ligne si elle appartient (ou non) au langage >* ; I'alphabet (implicitement) sous-
jacent étant I'alphabet ASCII ou le jeu de caractére étendu ISO Latin 1.

La syntaxe des expressions rationnelles permisegnear fait appel aux caractéres”et ’| ' pour noter
respectivement les opératew®t | . Ceci implique que, pour décrire un motif contenant le symbble ’

il faudra prendre la précaution d’éviter qu’il soit interprété comme un opérateur, en le faisant précéder du
caractére d’échappement’’ Il en va de méme pour les autres opératelirs((, ) )... et donc aussi pour

\ . La syntaxe compléte dgrep inclut de nombreuses extensions notationnelles, permettant de simplifier
grandement I'écriture des expressions rationnelles, au prix de | ag_éfgitnipeon de noueeaci@res spéciaux

Les plus importantes de ces extensions sont présentées dans EZéble; :

Supposons, a titre illustratif, que nous cherchions a mesurer I'utilisation de I'imparfait du subjonctif dans
les romans de Balzac, supposément disponibles dans le (volumineux) Baliac.txt . Pour commen-

cer, un peu de conjugaison : quelles sont les terminaisons possibles ? Au premier gresgpeasses

at , Ames, assions , assiez , assent . On trouvera donc toutes les formes du premier groupe avec un
simplée :

> grep -E ’'(at|ames|ass(e|es|ionsliez|ent))’ Balzac.txt

Gueére plus difficile, le deuxieme groupésse , isses ,1,1mes, issions ,issiez ,issent .D'ol
le nouveau motif :

> grep -E ‘([ia]t|[ail]mes|[ia]ss(e|es|ions]|iez|ent))’ Balzac.txt

Le troisieme groupe est autrement complexe : disons simplement qu’il implique de considérer également
les formes emusse (pour “boire” ou encore “valoir”) ; les formes énsse (pour “venir”, “tenir” et leurs
dérivés...). On parvient alors a quelque chose comme :

A a

> grep -E ’([fad]n ?t|[fad]mes|[iau]n ?ss(e|es|ions|iez|ent))’ Balzac.txt

Cette expression est un peu trop générale, puisqu’elle inclut des séquenceswssi®z ; pour I'instant

on s’en contentera. Pour continuer, revenons a notre ambition initiale : chercher des verbes. Il importe
donc que les terminaisons que nous avons définies apparaissent bien comme des suffixes. Comment faire
pour cela? Imposer, par exemple, gue ces séquences soient suivies par un caractére de ponctuation parmi :
[;-! 7] . On pourrait alors écrire :

2L’option -E donne acces & toutes les extensions notationnelles
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L'expression dénote remarque

. by . vaut pour n'importe quel symbole

Répétitions

e* e*

e+ ee*

e? ele

efn) (")

e{n,m} (em | entl... | e™) acondition quer < m

Regroupements

[abc] (a|b]e) a, b, c sont des caracteres

[a-2] (alblec...z) utilise I'ordre des caractéres ASCII

[fa-Z] ¥\{a,b,c} n'inclut pas le symbole de fin de ligne
\n

Ancres

\<e e e doit apparaitre en début de mot, ie.
précédé d'un séparateur (espace, vir-
gule...)

e\> e e doit apparaitre en fin de mot, ie. suivi
d’'un séparateur (espace, virgule...)

e e e doit apparaitre en début de ligne

e\$ e e doit apparaitre en fin de ligne

Caractéres spéciaux

\. .
\* *
\+ +
\n dénote une fin de ligne
+
TAB. 2.2 — Définition des motifs powgrep tab.rat.gre
> grep -E ’'([f&d]n ?t|[la0]mes|[iau]n ?ss(e|eslions|iez|lent))[,;.! :? ] \

Balzac.txt

indiquant que la terminaison verbale doit étre suivie d'un des séparagegpps.connait méme une notation

un peu plus générale, utilisant ::punct :] , Qui comprend toutes les ponctuation$ espace :]

qui inclut tous les caractéres d’espacement (blanc, tabulation...). Ce n’est pourtant pas cette notation que
nous allons utiliser, mais la notatidm , qui est une notation pourlorsque celui-ci est trouvé a la fin d’'un

mot. La condition que la terminaison est bien en fin de mot s'écrit alors :

> grep -E ’'([fad]n ?t|[fad]mes|[iau]n ?ss(e|es|ions|iez|ent))\>' Balzac.txt

Dernier probléme : réduire le bruit. Notre formulation est en effet toujours excessivement laxiste, puisqu’elle
reconnait des mots commesse oupassions , qui ne sont pas xsdes formes de I'imparfait du subjonctif.

Une solution exacte est ici hors de question : il faudrait rechercher dans un dictionnaire tous les mots
susceptibles d’étre improprement décrits par cette expression : c’est possible (un dictionnaire est aprés tout
fini), mais trop fastidieux. Une approximation raisonnable est d'imposer que la terminaison apparaissent sur
un radical comprenant au moins trois lettres, soit finalement (en ajoutant égalenaaritspécifie un début

de mot) :
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> grep "\<[a-zéeéidlc){3,}([1ad]n ?t[[iad]mes|[iau]n ?ss(e|es|ionsliez|ent))\>" \
Balzac.txt

D’autres programmes disponibles sur les machines UNIX utilisent ce méme type d’extensions notation-
nelles, avec toutefois des variantes mineures suivant les programmes : c’est le cas en part{€dirr de

un générateur d’'analyseurs lexicaux ;s#&l , un éditeur en batch; deerl , un langage de script pour la
manipulation de fichiers textes ; @¢@emacs ... On se reportera aux pages de documentation de ces pro-
grammes pour une description précise des notations autorisées. Il existe également des bibliotheques per-
mettant de manipuler des expressions rationnelles. Ainsi, pour ce qui concerne C, la bibliotusype

permet de «compiler» des expressions rationnelles et de les rechercher dans un fichier. Une bibliothéque
équivalente existe en C++, en java...

Attention Une confusion fréquente a éviter : les shells UNIX utilisent des notations complétement diffé-
rentes pour exprimer des ensembles de noms de fichiers. Ainsi, par exemple, la cortsmaone liste

tous les fichiers dont le nom est préfixé pam; et pas du tout I'ensemble de tous les fichiers dont le nom
appartient au langageom*.

23



c.fsa.dfa
sa.bases

sa.dtfsa

Chapitre 3

Automates finis

Nous introduisons ici tres succintement les automates finis. Pour les lecteurs intéressés par les aspects for-
m lﬁ)d&éﬁ;@aeone des automates finis, nous recomr_nan;lons J.Eg?g&'.?c%%q‘e”t la Iect_ure de qgel_ql,Jes f:hapltres
de((Hopcroit and Ullman, 1979 en attendant la version finale {8. expese pgecessairement limité pré-

u a
senté dans les sections qui suivent reprend pour I'essentiel le contéﬁmﬂé%np, 199y

3.1 Automates finis

3.1.1 Bases

Dans cette section, nous introduisons le modeéle le plus simple d’automate fini : I'automate déterministe
complet. Ce modéle nous permet de définir les notions de calcul et de langage associé a un automate. Nous
terminons cette section en définissant la notion d"équivalence entre automates, ainsi que la notion d'utilité
d’'un état.

Définition 3.1 (Automate fini) Un automate fini (DFA) est défini par un quintuplet = (%, Q, qo, F, 6),
ou:

— XY est un ensemble fini de symboles (I'alphabet)

— @ est un ensemble fini d’états

— qo € Q estI'étatinitial

— F C @Q sont les étatéinaux

— ¢ est une fonctiototalede (Q x X) dans@, appelégonction de transition

La terminologie anglaise correspondante parléglee-state automaton ; comme il apparaitra plus tard, les
automates finis de cette section possédent la propriété déteeministes d’ou I'abbréviation DFA pour
Deterministic Finite-state Automaton.

Un automate fini correspond a un graphe orienté, dans lequel certains des nceuds (états) sont distingués et
marqués comme initial ou finaux et dans lequel les arcs (transitions) sont étiquetés par des syniboles de

Sid(q,a) = r, on dit quea estl’'étiq ettede |a transitior(q, 7). Les automates admettent une représentation
graphique, comme celle de la figlEI%E' '

Dans cette représentation, I'état initiakest marqué par un arc entrant sans origine et les états finaux (ici
I'unigue état final est 2) par un arc sortant sans destination. La fonction de transition correspondant a se
graphe s’exprime matriciellement par :
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FiG. 3.1 — Un automate fini fig.fsa.afd
6la b
01 0
112 1
210 2

Un calcul dansA est une séquence d'étas. . . ¢, de A, tel qu’il existe toujours au moins une transition
entre deux états successifset ¢; 1. L' étiquette du calculest le mot construit par concaténation des éti-
guettes de chacune des transitions. Un calcul dbaest réussi si I'état d’origine est I'état initial, et si I'état
terminal est un des états finaux. Le langageonnupar 'automateA, noté L(A), est 'ensemble des éti-
guettes des calculs réussis. Dans I'exemple précédent, leamoappartient au langage reconnu, puisqu’il
étiquette le calcul 00122.

La notationt 4 permet de formaliser cette notion. Ainsi on €écrira, pewansy etv dansx* : [¢, av] F4
[0(g, a),v] pour noter une étape de calcul. Cette notation s’étend.en] -, [p,v] s'il existe une suite
détatsg = q1...q, = ptelsquelqr, uy ... uyv] F4 [g2,u2 ... upv] ... F4 [gn,v]. Avec ces notations, on
a:

L(A) = {u € X" tel que[qo, u] F [¢, €], avecq € F'}

Cette notation met en évidence I'automate comme une machine permetra@ebdeaaitredes mots : tout
parcours partant dg, permet de «consommer» un & un les symboles du mot & reconnaitre ; ce processus
stoppe lorsque le mot est entierement consommeé : si I'état ainsi atteint est un état final, alors le mot appartient
au langage reconnu par l'automate.

On dérive un algorithme permettant de tester si un mot appartient au langage reconnu par un automate fini.

g fsa.dfa Algorithm 1 Reconnaissance par un DFA
— Il w = ...u, estle motareconnaitre

II'A=(Q,q,9d, F)estle DFA

q:=4qo

=

while (i < n) do
q == 6(q, u;)
1:=1+1

od

if (¢ € F) then return(true) elsereturn(false)

La complexité de cet algorithme découle de I'observation que chaque étape de calcul correspond a une
application de la fonctiod(), qui elle-méme se réduit a la lecture d’'une case d’un tableau et une affectation,
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deux opérations qui s'effectuent en temps constant. La reconnaissance d'ursencellcule en exactement
|u| étapes.

Définition 3.2 Un langage esteconnaissables’il existe un automate fini qui le reconnait.

N T . , . . [fig.fsa.afd2
Un second exemple d’automate, trés similaire au premier, est représenté a |&1 ns cet exemple,

b b b

a
FIG. 3.2 — Un automate fini comptant legmodulo 3) fig.fsa.afd

0 est a la fois initial et finalA reconnait le langage correspondant aux mots u telg quig, est divisible
par 3 : chaque état correspond a une valeur du reste dans la divisidn par calcul réussi correspond
nécessairement a un reste égal a 0 et réciproquement.

Par un raisonnement similaire & celui utilisé pour définir un calcul de longueur quelconque, il est possible
d”étendre récursivement la fonction de transitiaan une fonctiod* de@Q x ¥* — @ par:

- 0*(q,u) = 0(q,u) si|u| =1

— §*(q, au) = 6*(8(q, a), u)

On notera que, puisqueest une fonction totaley* est également une fonction totale : I'image d’un mot
guelconque d&* pard* est toujours bien définie, ie. existe et est unique. Cette nouvelle notation permet de
donner une notation alternative pour le langage reconnu par un autdmate

L(A) = {u € ¥*,6*(qo,u) € F}

Nous avons pour l'instant plutét vu I'automate comme une machine permettant de reconnaitre des mots. Il
est également possible de le voir comme un systenmatiiction: partant de I'état initial, tout parcours
conduisant a un état final construit itérativement une séquence d'étiquettes par concaténation des étiquettes
rencontrées le long des arcs.

Si chaque automate fini reconnait un seul langage, la réciproque n’est pas vraie : plusieurs automates peuvent
reconnaitre le méme langage. Comme pour les expressions rationnelles, on dira dans ce cas que les auto-
mates sonéquivalents

Définition 3.3 (Equivalence entre automates)Deux automates finid; et A, sontéquivalentssi et seule-
ment s’ils reconnaissent le méme langage.

L , . [fig.fsa.afd3 . . . ig.fsa.afdl
Ainsi, par exemple, 'automate de la flgLEB%S est-il équivalent a celui de la flgugﬁcl: tous deux recon-
naissent le langage de tous les mots qui contiennent un nombareagru a 2 modulg.

Nous l'avons arqug'a_}gs hauf* est définie pour tout mot dE*. Ceci implique que l'algorithme de re-
connaissancé[lgdm exactement | étapes de calcul, correspondant a une exécution com Ilégga%%!‘a
boucle. Ceci peut s’avérer particulierement inefficace, comme dans I'exemple de 'automate de %mgure
qui reconnait le langageh{a, b}*. Dans ce cas en effet, il est en fait possible d’accepter ou de rejeter des
mots en ne considérant que les deux premiers symboles.
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fsa.dfsa

Eilg.fsa.afdl
FiG. 3.3 — Un automate fini équivalent a celui de la figar, fig.fsa.afd

a,b

FIG. 3.4 — Un automate fini pourb(a | b)* fig.fsa.afd

3.1.2 Spécification partielle

Pour contourner ce probleme et pouvoir arréter le calcul aussi tot que possible, nous introduisons dans cette
section des définitions alternatives, mais qui s’avérent en fait équivalentes, des notions d’automate et de
calcul.

Définition 3.4 (Automate fini) Un automate fini est défini par un quintuplét= (3, Q, qo, F,9), ou :
— XY est un ensemble fini de symboles (I'alphabet)

— (Q est un ensemble fini d’états

— qo € Q est['état initial

— F C @ sont les états finaux

— ¢ est une fonctiopartiellede (Q x X) dans@

La différence avec la définitiJ%%t%ﬁt ici définie comme une fonction partielle. Son domaine de
définition est un sous-ensemble@ex X. Selon cette nouvelle définition, il est possible de se trouver dans
une situation ol un calcul s’arréte avant d’avoir atteint la fin de I'entrée. Ceci se produit dés que l'automate
évolue dans une configuratidq, au), telle qu'il n’existe pas de transition étiquetée paat sortant de I'état
q.

P def fsa.dfsa . . L . L .
La définition bﬂ)ﬁtﬁfﬁlt strictement équivalente a la précédente, dans la mesure ou les automates
partiellement spécifiés peuvent étre complétés par ajout d'un état «puits» absorbant les transitions absentes
de I'automate original, sans pour autant changer le langage reconnu. Formellemeht-<ait @, qo, F, 0)
un automate partiellement spécifié, on défitfit= (X, Q’, ¢, F’, ') avec :

- Q,:QU{QP}
- q=q
_F=F

- VgeQ,ae X, §(qa)=0d(q,a)sid(qg, a)existe,d'(¢,a) = g, sinon.
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—Va e X, 8 (qp,a)=q

L'état puits,g,, est donc celui dans lequel on aboutit datisen cas d’échec dan$; une fois dangy,, il

est impossible d’atteindre les autrﬁé %g%et donc de rejoindre un état final. Cette transform |ti95% est,
illustrée pour I'automate de la figukes, dont Ie transformé est précisément I'automate de la fi@%ﬁe
I"état 2 jouant le rble de puits.

a,b
FiG. 3.5 — Un automate partiellement spécifié fig.fsa.afd

A’ reconnait le méme langage gdepuisque :

— siu € L(A), 6*(qo,u) existe et appartient &. Dans ce cas, le méme calcul existe danst aboutit
également dans un état final

—siu ¢ L(A), deux cas sont possibles : séit(qy, u) existe mais n'est pas final, et la méme chose se
produit dansA’; soit le calcul s'arréte dand apres le préfixe» : on a alorsu = va et d(6*(qo,v), a)
n'existe pas. Or, le calcul correspondant datisconduit au méme état, a partir duquel une transition
existe versy,. Des lors, 'automate est voué a rester dans cet état jusqu’a la fin du calcul ; cet état n"étant

pas final, le calcul échoue et la chaine e E{%g%ﬁgd
Pour tout automate (au sens de la définil%ﬁ)', i existe donc un automate complétement spécifié (ou

automatecomplet) équivalent.

fsa.trim 3.1.3 Etats utiles

Un second résultat concernant I'équivalence entre automates demande l'introduction des quelques défini-
tions complémentaires suivantes.

Définition 3.5 (Accessibilité, co-accessibilité)ln étatg de A est dit accessible’il existeu dans¥* tel que
0*(qo,u) = q. qo est trivialement accessible (par= ¢). Un automate dont tous les états sont accessibles
est lui-méme dit accessible.

Un étatq de A est ditco-accessible’il existeu dansX:* tel qued*(¢,u) € F. Tout état final est trivia-
lement co-accessible (par = ¢). Un automate dont tous les états sont co-accessibles est lui-méme dit
co-accessible.

Un étatq de A est diutile s'il est a la fois accessible et co-accessible. D’'un automate dont tous les états
sont utiles on dit qu’il esémondé(en anglaistrim).

Les états utiles sont donc les états qui servent dans au moins un calcul réussi : on peut les atteindre depuis
I'état initial, et les quitter pour un état final. Les autres états, les états inutiles, ne servent pas a grand-chose,
en tout cas pas a la spécificationded). C’est précisément ce que montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 (Emondage)Si L(A) # § est un langage reconnaissable, alors il est également reconnu
par un automate émondé.

Preuve : SoitA un automate reconnaissaintet@, C Q I'ensemble de ses états utile,, n’est pas vide
des lors qud.(A) # (). La restrictiond’ ded a Q,, permet de définir un automatl = (3, Q, qo, F, ).
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A’ est équivalent &. Q,, étant un sous-ensemble @eon a en effet immédiatemen{ A’) C L(A). Soitu
dansL(A), tous les états du calcul qui le reconnait étant par définition utiles, ce calcul existe auséf dans
et aboutit dans un état final:est donc aussi reconnu paf.

3.1.4 Automates non-déterministes

Dans cette section, nous augmentons le modele d’automate dég%‘g%g%—%msant plusieurs transitions
sortantes d’un état a porter le méme symbole : les automates ainsi spécifiés somtatitdéterministes

Nous montrons que cette généralisation n'augmente toutefois pas I'expressivité du modéle : les langages
reconnus par les automates non-déterministes sont les mémes que ceux reconnus pas les automates détermi-
nistes.

Non-déterminisme

Définition 3.6 (Automate fini non-déterministe) Un automate finnon-déterministe(NFA) est défini par
un quintupletd = (%, @, qo, F,0), ou :

— XY est un ensemble fini de symboles (I'alphabet)

— (Q est un ensembile fini d’états

— qo € Q estI'étatinitial

— F C @Q sont les étatéinaux

— ¢ est une fonction (partielle) d& x Q) dans2® : I'image paré d’un couple(q, a) est un sous-ensemble

deQ.

La nouveauté introduite par cette définition est I'indétermination qui porte sur les transitions : pour une paire
(g,a), il peut exister dans! plusieurs transitions possibles. On parle, dans ce caspdaléterminisme
signifiant gu’il existe des états dans lesquels la lecture d’un symbdkns I'entrée provoque un choix

(ou une indétermination) et que plusieurs transitions altern tei}(gg'gggt possibles. Notez que cette définition
%éera%%a}”ggaproprement la notion d’automate fini : la définit%ﬂ)(est un cas particulier de la définition

(3-6), avec pour toutq, a), 'ensembled(q, a) ne contient qu’un seul élément : on parle alors d’automate

déterministe.

Les notions de calcul et de calcul réussi se définissent exactement comme dans dans le cas déterministe. On
définit également la fonction de transition étendtide Q x ©* dans2€ par :
— 0*(q,u) = d(q,u) si|u|] =1

- 5*(% au) = UTE(S(q,a) 6*(T7 u) ig.fsa.afnl

Ces notions sont illustrées sur 'automate non-déterministe de la %@msitions sortantes de

sont étiquetées par: §(1,a) = {1,2}. aa donne lieu & un calcul réussi passant successivement par 1, 2 et
4, qui est final ua donne aussi lieu a un calcgl, 1, 1), qui n’est pas un calcul réussi.

Le langage reconnu par un automate non-déterministe est défini par :
L(A) = {u € £%,6"(qo,u) N F' # 0}

Pour qu’'un mot appartienne au langage reconnu par I'automate, il suffit qu’il existe, parmi tous les calculs
possibles, un calcul réussi, c’est-a-dire un calcul qui consomme tous les symbalentieq, et un état

final ; la reconnaissance n’échoue donc quewss les calculsiboutissent a une des situations d’échec. Ceci
implique que pour calculer 'appartenance d’'un mot a un langage, il faut examiner successivement tous les
chemins possibles, et donc éventuellement revenir en arriére dans I'exploration des parcours de I'automate
lorsque I'on rencontre une impasse. Dans ce nouveau modéle, le temps de reconnaissance d’un mot n’est
plus linéaire, mais proportionnel au nombre de chemins dont ce mot est I'étiquette, qui peut étre exponentiel
en fonction de la taille de I'entrée.
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FiGc. 3.6 — Un automate non-déterministe fig.fsa.afn

Le non-déterminisme ne paye pas

La généralisation du modeéle d’automate fini liée a I'introduction de transitions non-déterministes est, du
point de vue des langages reconnus, sans effet : tout langage reconnu par un automate fini non-déterministe
est aussi reconnu par un automate déterministe.

Théoréme 3.2 Pour tout NFAA défini sury:, il existe un DFAA’ équivalent aA. Si A an états, alorsA’ a
au plus2™ états.

Preuve : on posd = (2, Q, qo, F, 6) et on considérel’ défini par :A’ = (3,29, {q}, F', ") avec :

- F'={GCQ,FNG#0}.

- 0 (G,a) = H,avecH = Ugegd(q, a)

Les états ded’ sont donc associés de maniere biunivogue a des sous-ensembldd gen a un nombre
fini) : I'état initial est le singletor{ qo } ; chaque partie contenant un état final4ldonne lieu & un état final
de A’; la transition sortante d’'un sous-ensemblgétiquetée pas, atteint 'ensemble de tous les états de

() atteignables depuis un état depar une %arlassgtg?nnzétiquetée parA’ est ledéterminiséde A. lllustrons
cette construction sur 'automate de la figGré.

g
FON
o4

FiG. 3.7 — Un automate a déterminiser fig.fsa.afn

L'automate de la figur%g%%%)—%mt%réfats, son déterminisé en aura donc 16, correspondant au nombre de sous-
ensembles d¢1,2,3,4}. Son état initial est le singletofil }, et ses états finaux tous les sous-ensembles
contenant 4 : il y en a exactement 8, qui soqtd}, {1,4}, {2,4}, {3,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}
{1,2,3,4}. Considérons par exemple les transitions sortantes de I'état initi@yant deux transitions
sortantes sur le symbole {1} aura une transition depuisvers I'état correspondant au doubletin 3}.
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L., ; L. . ffig.fsa.afd6 . 3 ;
Le déterminisé est représenté a la flg%%é On notera que cette figure ne représente que lesudtiasdu
déterminisé : ainsf1, 2} n'est pas représenté, puisqu’il n’existe aucun moyen d’atteindre cet état.

FiG. 3.8 — Le résultat de la déterminisation fig.fsa.afd

S . N . ffig.fsa.afn2 i 3 .
Que se passerait-il si I'on ajoutait & 'automate de la f@iﬁrﬁ]ne transition supplémentaire bouclant dans
I'état 1 sur le symbole: ? Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.

, . B \gm.fsa.determinization ; . . )
g’ efrgzlioarlgrt]gans maintenant le théoré &, etpour saisirie sens de la demonstratlon, reportons nous ala flgure

./, et considérons les calculs des mots préfixésipar. le premiera conduit a une indétermination entte
et3; suivant les cas, le secoacconduit donc er (si on a choisit d’aller initialement e2) ou en3 (si on a
choisi d’'aller initialement e). La lecture du troisiéme leve I'ambiguité, puisqu’il nf’i _%gaaﬁ()de transition
sortante poud : le seul état possible apresa est3. C'est ce qui se lit sur la figur%g.B: les ambiguités
initiales correspondent aux étdtx 3} (atteint apres le premier) et{3, 4} (atteint apres le seconqg ; apres
le troisieme le doute n’est plus permis et I'état atteint correspond au sindlgjofrormalisons maintenant
ces idées pour démontrer le résultat qui nous intéresse.

Premiere remarque A’ est un automate fini déterministe, puisque I'image @at’'un couple(H,a) est
uniguement définie. Nous allons montrer que tout calcul daosrrespond a exactement un calcul ddhs
soit formellement que :

Si (qo,u) Fy (p,e) alors3G,p € G, ({qo},u) Py (G, e)si ({qo}, u) Fy (G, e) alorsVp € G, (qou) Fy (G e)

Opérons une récurrence sur la longueun dsi v est égal & le résultat est vrai par définition de I'état initial
dansA’. Supposons que le résultat est également vrai pour tout mot de longueur strictement inférieure a
et considérons = va. Soit(qo, va) 4 (p,a) Fa (g, €) un calcul dansi : par I'hypothése de récurrence, il
existe un calcul dand’ tel que :({qo},v) 4 (G, €), avecp € G. Ceci implique, en vertu de la définition
méme ded’, queq appartient aH = ¢'(G,a), et donc que{go},u = va) 4y, (H,e¢), avecq € H.
Inversement, soit{qo},u = va) Fy, (G,a) Far (H,¢€) : pour toutp dansG il existe un calcul un calcul
dansA tel que(qo,v) 4 (p,€). G ayant une transition étiquetée paril existe également dar un état

p tel qued(p,a) = ¢, avecq € H, puis que(qo, v = va) Fy (q,€), avecq € H. On déduit alors que

l'on a (qo,u = va) Fy (¢, €), avecq € F si et seulement Si{qo}, u) Py (G, €) avecqg € G, donc avec

F NG #10,soitencores € F'. Il s’ensuit directement qué(A) = L(A’).

La construction utilisée pour construire le NFA équivalent a un DF&appelle laconstruction des sous-
ensembles elle se traduit directement dans un algorithme permettant de construire le déterminisé d’'un
automate quelconque. On notera que cette construction peut s’organiser de telle facon a ne cquosidérer

31



les états réellement utileks déterminisé. Il suffit, pour cela, de construire de proche en proche depbis
les états accessibles, résultant en général a des automates (complets) ayant n¥jirdsaise

Il existe toutefois des utomates pour lesquels I'explosion combinatoire annoncée a lieu, comme celui qui
estreprésenté ala figl%' . Sauriez-vous expliquer d’ol vient cette difficulté ? Quel est le langage reconnu

par cet automate ?
a b b b
a a a

b
FiG. 3.9 — Un automate difficile a déterminiser fig.fsa.mo

a

Dans la mesure ou ils n’apportent aucun gain en expressivité, il est permis de se demander a quoi servent les
automates non-déterministes ? Au moins a deux choses : ils sont plus faciles a construire a partir d’autres
représentations des langages et sont donc utiles pour certaines preuves (voir plus loin) ou algorithmes. lls
fournissent également des machines bien plus (dans certains cas exponentiellement plus) ‘compactes’ que
les DFA, ce qui n'est pas une propriété négligeable.

Transitions spontanées

Il est commode, dans la pratique, de disposer d’une définition encore plus plastique de la notion d’automate
fini, en autorisant des transitions étiquetées par le mot vide, qui sont appeltasdéons spontanées

Formellement, un automate non-déterministe avec transitions spontanées (en abr&geAlise définit

comme unV F' A, a la difféerence pres quea maintenant comme domaine de définiti@rx (X U {e}). Les
transitions spontanées permettent d’étendre la notion de cdlgul). -4 (p,v) si (i) u = av etp € §(q,a)

ou bien (i)u = v etp € §(q,¢€). En d’autres termes, dans eNFA, il est possible de changer d’état sans
consommer de symbole, en empruntant une transition étiquetée par le mot vide. Le langage reconnu par un
e-NFA A est, comme précédemment, défini par) = {u, (qo,u) 4 (q,€) avecq € F'}.

. fig.fsa-nfa
La flgureb;.IOrepresente un exemple déNFA, correspondant au langag&*c*.

FiG. 3.10 — Un automate avec transitions spontanées fig.fsa-nfa

Cette nouvelle extension n'ajoute rien de plus a I'expressivité du modéle, puisqu’il est possible de trans-
former chaque:-NFA A en un NFA équivalent. Pour cela, nous introduisons tout d'abord la notion de
e-fermeture d’'un étag, correspondant a tous les états accessibles degpas une ou plusieurs transition
spontanée. Formellement :

Définition 3.7 Soitq un état de). On appelle-fermeture (en anglaislosure) deq I'ensemble—closure(q) =
{p, (¢,€) P4 (p, €)}. Par constructiong € e—closure(q).

32



.epsilon

c.fsa.rec

a.rec.op

Intuitivement, la fermeture d’'un état contient tous les états qu'il est possible o’]:iaqseai_q]gare depigans
consommer de symboles. Ainsi, la fermeture de I'étate 'automate de la figurg.10 est-elle égale a
{0,1,2}.

Théoréme 3.3 Pour toute-NFA A, il existe un NFAA' tel queL(A) = L(A’).

Preuve. En posamt = (X, Q, qo, F, ), on définitA’ comme suit A’ = (X, Q, qo, F', ') avec :

— F' = {q,e—closure(q) N F # 0}

- 5,(% CL) = UpE&closure(q) 5(]9, CL)

Par une récurrence similaire a la précédente, on montre alors que tout(gglell , p est équivalent

a un calcul(qo, u) Fy P/, avecp € e—closure(p'), puis queL(A) = L(A’). On déduit directement un

algorithme constructip Qur ]supprime}r,nombre d’états constanles transitions spoptanées. Appliqué a
. id.fSa-nfa . . ; L “fig.Tsa.noeps-nfa

'automate de la flguréé.)ltl cet algorithme construit 'automate représenté a la figure

C

a b
O=00
| > — ~

FiG. 3.11 — Un automate débarrassé de ses transitions spontanées fig.fsa.noe

Les transitions spontanées introduisent une plasticité supplémentaire a I'objet automate. Par exemple, il
est facile de voir que 'on peut, en les utilisant, transformer un automate fini quelconque en un automate
équivalent doté d’un unique état final n'ayant que des transitions entrantes.

3.2 Reconnaissables

Nous avons défini a la secti&%ﬂ%ges reconnaissables comme étant les langages reconnus par un
automate fini déterministe. Les sections précédentes nous ont montré que nous aurions tout aussi bien les
définir comme les langages reconnus par un automate fini non-déterministe ou encore par un automate fini
non-déterministe avec transitions spontanées.

Dans cette section, nous montrons dans un premier temps que I'ensemble des langages reconnaissables est
clos pour toutes les opérations «classiques», en produisant des constructions portant directement sur les au-
tomates. N(S)gesc_rrggmtrons ensuite que les reconnaissables sont exactement les langages rationnels (présenté:
ala sectioHET])Tuqlmus présentons un ensemble de résultats classiques permettant de caractériser les
langages reconnaissables.

3.2.1 Opérations sur les reconnaissables

Théoreme 3.4 (Cléture par complémentation)Les langages reconnaissables sont clos par complémen-
tation.

Preuve : Soifl. un reconnaissable et un DFA complet reconnaissaht On construit alors un automatg
pour L en prenantd’ = (3, Q, qo, F’,d), avecF’ = Q\F'. Tout calcul réussi del se termine dans un état
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de F, entrainant son échec dans Inversement, tout calcul échouant dahaboutit dans un état non-final
de A, ce qui implique gu'il réussit dand’.

Théoreme 3.5 (Cloture par union ensembliste)Les langages reconnaissables sont clos par union ensem-
bliste.

Preuve : SoitL.! et L? deux langages reconnaissables, reconnus respectivemest gard?, deux DFA
complets. On construit un automate= (3, Q = Q! x Q?, qo, F, §) pour L; U Ly de la maniére suivante :

— a0 = (49, 43)

- F=(F'xQ*>)u(Q'x F?

= 8((q1,42), a) = (6'(¢", ), 6%(¢*, a))

La construction ded est destinée a faire fonctionndr et A? «en paralléle» : pour tout symbole d’entrée

a, on transite pa$ dans la paire d’états résultant d’une transition ddhst d’'une transition dand?. Un

calcul réussi dand est un calcul réussi dans' (arrét dans un état d&' x Q») ou dansA? (arrét dans un

état deQ! x ). Nous verrons un peu plus loin une autre construction, plus simple, pour cette opération,
mais qui a I'inverse de la précédente, ne préserve pas le déterminisme de la machine réalisant I'union.

Théoreme 3.6 (Clbture par intersection ensembliste) es langages reconnaissables sont clos par inter-
section ensembliste.

Preuve (constructivg : soientL! et L? deux reconnaissables, reconnus respectivemem pat A2, deux

DFA complets. On construit un automate= (2,Q = Q' x Q?,qo, F,0) pour L1 N Ly de la maniére
suivante :

- a0 = (49, 43)

- F=(F'F?)

- 5(((117 CIQ), a) = (51((]1’ a’)v 52(q2, a))

La construction de 'automate intersection est identique a celle de I'automate réalisant I'union, a la différence
prés qu’'un calcul réussi dané doit ici réussir simultanément dans les deux automate®t A2. Ceci
s’exprime dans la nouvelle définition de I'ensembleles états finaux comme? = (F!, F'2).

Théoréme 3.7 (Cloture par miroir) Les langages reconnaissables sont clos par miroir.

Preuve : Soit. un langage reconnaissable, reconnu ga¢ (X, @, qo, F, ¢), et n"ayant qu’un unique état
final, notéqp. A’, défini pard’ = (X,Q,qr,{q},d’), oud’(¢,a) = p si et seulement si(p,a) = ¢
reconnait exactement le langage miroir deA’ est en fait obtenu en inversant I'orientation des arcs de
A : tout calcul deA énumérant les symboles deentreqq et gr correspond a un calcul d&’ énumérant

u entreqr et go. On notera que méme si est déterministe, la construction ici proposée n'aboutit pas
nécessairement a un automate déterministe pour le miroir.

Théoreme 3.8 (Clbture par concaténation)Les langages reconnaissables sont clos par concaténation

Preuve : Soienf.! et L? deux langages reconnus respectivement4laet A%, ou I'on suppose que les
ensembles d’étatg' etQ? sont disjoints et quel! a un unique état final de degré extérieur nul. On construit
lautomateA pour L'L? en identifiant I'état final ded! avec I état initial ded?. Formellement on & =
(2,Q U Q\ {3}, b, F?,6), oud est défini par :

~- Vg e Q' q# qp a€%,0(g,a) =" (g,a)

'Une preuve plus directe utilise les deux résultats précédents et la loi de Morgaf., = (L U Ly).
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— 6(q,a) = 0*(q,a) Siq € Q*.

— 0(qf, a) = 6'(qr, a) U 6*(q5, a)

Tout calcul réussi dand doit nécessairement atteindre un état finalddeet pour cela préalablement at-
teindre I état final del!, seul point de passage vers les étatsideDe surcroit, le calcul n’emprunte, aprés

le premier passage dags, que des états dé, : il se décompose donc en un calcul réussi dans chacun des
automates. Réciproquement, un mot/dd.? se factorise sous la forme= vw, v € L! etw € L?. Chaque
facteur correspond & un calcul réussi respectivement daes dansA?, desquels se déduit immédiatement
un calcul réussi dang.

Théoreme 3.9 (Clbture par étoile) Les langages reconnaissables sont clos par étoile.

Preuve : La construction d4’ reconnaissant* a partir deA reconnaissankt. est immédiate : il suffit de
rajouter une transition spontanée depuis tout état final ders I'état initialgy. Cette nouvelle transition
permet l'itération dansl’ de mots del.. Pour compléter la construction, on vérifieesippartient a.(A) :
si ce n'est pas le cas, alors il faudra marquer I'état initialdeomme état final del’.

En application de cette section, vous pourrez montrer (en construisant les automates correspondants) que les
langages reconnaissables sont aussi clos pour les opérations de préfixation, suffixation, pour les facteurs, les
Sous-mots...

3.2.2 Reconnaissables et rationnels

Les propriétés de cloture démontrées pour les reconnaissables (pour I'union, la concaténation et |I"étoile)

a la section précédente, complétées par la remarque que tous les langages finis sont reconnaissables, nous
permettent d’affirmer que tout langage rationnel est reconnaissable. L'ensemble des langages rationnels étant
en effet le plus petit ensemble contenant tous les ensembles finis et clos pour les opérations rationnelles,

il est nécessairement inclus dans I'ensemble des reconnaissables. Nous montrons dans un premier temps
comment exploiter les constructions précédentes pour construire simplement un automate correspondant a
une expression rationnelle donnée. Nous montrons ensuite la réciproque, a savoir que tout reconnaissable
est également rationnel : les langages reconnus par les automates finis sont précisément ceux qui sont décrits
par des expressions rationnelles.

Des expressions rationnelles vers les automates

Les constructions de la section précédente ont montré comment construire les automates réalisant des opé-
rations élémentaires sur les langages. Nous allons nous inspirer de ces constructions pour dériver un al-

gorithme permettant de convertir une expression rationnelle en un automate fini reconnaissant le méme

langage.

Les expressions rationnelles sont formellement définies de maniére récursive a partir des «briques» de base

que sontf), ¢ et les symboles d&. Nous commencons don par gt(r)(?nssenter les automates finis pour les
langages dénotés par ces trois expressions rationnelles a ladigre

(b) ©

FIG. 3.12 — Machines élémentaires pduf e} et{a} fig.fsa.ato

(a)
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A partir de ces automates élémentaires, nous allons construire de maniére itérative des automates pour des
expressions rationnelles plus complexes. Pour cette construction, nous n’utiliserons que des automates qui
ont un unique état final n'admettant aucune transition sortante, que nous najerdd®st bien le cas

des automates élémentaires pewt a ; pour () il faudrait rajouter un état final distinct de (et non relié a)

I'état iﬁit.ifézla'.usniugﬁ etey dénotent les langages reconnus respectivemerd pat A, alors 'automate de la
figureb%SmTﬂe langage dénoté par I'expressiphes.

Al

N :

Y e —

FIG. 3.13 — Machine réalisamt | eo fig.fsa.uni

L'union correspond donc a une mise en paralléle «physiqued,de de A : un calcul dans cette machine
est réussi si et seulement s'il est réussi dans I'une des deux machirmsA,. On note, par ailleurs, que
la machine résultant de I'union conserve la propriété de n'avoir qu’un seul état final de degré sortant nul.

La machine reconnaissant le langage dénoté par concaténation de deux exprgssiensorrespond a

une mise en série des deux machidgset A% fgéjcl(’)%%ii final deA; est connecté a I'état initial dd, par

une transition spontanée comme sur la figgifet

FiG. 3.14 — Machine réalisamt es. fig.fsa.cor

La machine réalisant I'étoile est, comme précédemment, construite en rajoutant une possibilité de reboucler
depuis I'état final verﬁql]:séz}aetioiipeitial de la machine, ainsi qu’un arc permettant de reconaatipenme
représenté sur la figue1a

€

FiG. 3.15 — Machine réalisamt fig.fsa.eto

A partir de ces constructions simples, il est possible de dériver un algorithme permettant de construire un
automate reconnaissant le langage dénoté par une expression réguliére quelconque : il suffit de décomposer
I'expression en ses composants élémentaires, puis d’appliquer les constructions précédentes pour construire
I'automate correspondant. Cet algorithme est connu sous ledfadgorithme de Thompson
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. . . . ._ffig.fsa.thomson .
En guise d'illustration de cette construction, la flg%mesﬁmautomate correspondant a I'expres-
sion:e = (a | b)*b.

€
€

FiG. 3.16 — Machine poufa | b)*b fig.fsa.tho

Cette construction simple produit un automate qui a au dlustats pour une expression formée pampé-

rations rationnelles (car chaque opération rajoute exactement deux états) ; chaque état de 'automate posséde
au plus deux transitions sortantes. Cependant, cette construction a le désavantage de produire un automate
non-déterministe, contenant de multiples transitions spontanées. Il existe d'autres procédures permettant de
traiter de maniére plus efficace les expressions ne contenant pas le syr{mi@xemple la construction

de Gloushkow ou pour construire directement un automate déterministe.

Des automates vers les expressions rationnelles

La construction d’'une expression rationnelle dénotant le langage reconnu par un autateatande I'in-

troduction d’une nouvelle variété d'automates, que nous appellgiréralisés Les automates généralisés
different des automates finis en ceci que leurs transitions sont étiquetées par des sous-ensembles rationnels
de ¥*. Dans un automate généralisé, I'étiquette d'un calcul se construit par concaténation des étiquettes
rencontrées le long des transitions ; le langage reconnu par un automate généralisé est I'union des langages
correspondants aux calculs réussis. Les automates généralisés reconnaissent exactement les mémes langage
gue les automates finis «standard».

L'idée générale de la transformation que nous allons étudier consiste a partir d’'un automate fini standard et
de supprimer un par un les états, tout en s'assurant que cette suppression ne modifie pas le langage reconnu
par 'automate. Ceci revient a construire de proche en proche une série d’automates généralisés qui sont tous
équivalents a I'automate de départ. La procédure se termine lorsqu’il ne reste plus que l'unique état initial et
I'unique état final : en lisant I'étiquette des transitions correspondantes, on déduit une expression rationnelle
dénotant le langage reconnu par I'automate originel.

Pour se simplifier la tiche commencons par introduire deux nouveauxggtats;, qui joueront le réle
d’unique état respectivement initial et final. Ces nouveaux états sont connectés aux états initial et finaux
par des transitions spontanées. On s’assure ainsi qu'a la fin de I'algorithme, il ne reste plus qu’'une seule et
unique transition, celle qui relig agp.

L'opération cruciale de cette méthode est celle qui consiste a supprimergl’'état g; n'est ni initial, ni

final. On suppose qu’il y a au plus une transition entre deux états : si ¢a n’est pas le cas, il est possible de
se ramener a cette configuration en prenant I'union des transitions existantes. @p hétiguette de la
transition dey; versg; si celle ci existe ; si elle n’existe pas on a simplemgnt e.
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La procédure de suppressiongleeomprend alors les étapes suivantes :
— pour chaque paire d'étdt;;, ) avecj # i,k # i, tels qu'il existe une transition; — ¢; étiquetée
ej; €t une transition; — ¢;, étiquetées;;,, ajouter la transition; — g, portant I'étiquetteej;ej;e . Si
la transitiong; — ¢, existe déja avec I'étiquettg;,, alors il faut additionnellement fairee;, = (ej. |
ejiey;eir). Cette transformation doit étre opérée pour chaque paire d'états (y comprig peuy, !)@\(%a_tb
queg; puisse étre supprimé. Une illustration graphigue de ce mécanisme est reproduit sur b?ﬁW
— supprimery;, ainsi que tous les arcs incidents

FiG. 3.17 — lllustration de BMC : élimination de I'état fig.fsa.bm

La preuve de la correction de cet algorithme réside en la vérification qu’'a chaque itération le langage reconnu
ne change pas. Cet invariant se vérifie tres simplement : tout calcul réussi passardavaart quey; Soit
supprime contient une séquenge;q. L'étiquette de ce sous-calcul étant copiée lors de la suppression de

g; sur 'arcq; — g, un calcul équivalent existe dans I'automate réduit.

Cette méthode de construction de I'expression équivalente a un automate est aggpletse d'élimination
des étatsconnue également sous le nom d’algorithme de Brzozowski et McCluskey. Vous noterez que le
résultat obtenu dépend de I'ordre selon lequel les états sont examinés.

En guise d’application, 4 est rg@ga afd%nde de déterminer quelle est I'expression rationnelle correspondant
aux automates des figu

Un corollaire fondamental de ce résultat est que pour chaque langage reconnaissable, il existe (au moins)
une expression rationnelle qui le dénote : tout langage reconnaissable est rationnel.

Kleene

Nous avons montré comment construire un automate correspondant & une expression rationnelle et comment
dériver une expression rationnelle dénotant un langage équivalent a celui reconnu par un automate fini
guelconque. Ces deux résultats permettent d’énoncer un des résultats majeurs de ce chapitre.

Théoréme 3.10 (Kleene)Un langage est reconnaissable (reconnu par un automate fini) si et seulement si
il est rationnel (dénoté par une expression rationnelle).

Ce résultat permet de tirer quelques conséquences non encore envisagées : par exemple que les langages
rationnels sont clos par complémentation et par intersection finie : ce résultat, loin d’étre évident si on
s’en tient aux notions d'opérations rationnelles, tombe simplement lorsque I'on utilise I'équivalence entre
rationnels et reconnaissables.
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pumping

De maniére similaire, les méthodes de transfory nqstgogl}égune représentation a I'autre sont bien pratiques : s'il
est immédiat de dériver de I'automate de la fldﬁgf@ur'leiempression rationnelle pour le langage contenant

un nombre de multiple de 3, il est beaucoup moins facile d’écrire directement I'expression rationnelle cor-
respondante. En particulier, le passage par la représentation sous forme d’automates permet de déduire une
méthode pour vérifier si deux expressions sont équivalentes : construire les deux automates correspondants,
et vérifier qu’ils sont équivalents. Nous savons déja comment réaliser la prerqlere'gar ie. Qzﬁ)iﬁt?/ programme;

ecl
une procédure pour tester I'équivalence de deux automates est présentée a |&seetion

3.3 Quelques propriétés des langages reconnaissables

L'équivalence entre langages rationnels et langages reconnaissables a enrichi singuli€rement notre palette
d’outils concernant les langages rationnels : pour montrer qu'un langage est rationnel, on peut au choix
exhiber un automate fini pour ce langage ou bien encore une expression rationnelIe.sslggpsglm@#tlrrgr qu’un
langagen’est pas rationnelil est utile de disposer de la propriété présentée dans la s&BWqST?&L
connue sous le nom demme de pompaden anglaigpumping lemmp Intuitivement, cette propriété pose

des limitations intrinséques concernant la diversité des mots appartenant a un langage rationnel infini : au
dela d’'une certaine longueur, les mots d’'un langage rationnel sont en fait construits par itération de motifs
apparaissant dans des mots plus courts.

3.3.1 Lemme de pompage

Théoreme 3.11 (Lemme de pompageyoit L un langage rationnel infini. Il existe un entigrtel que pour
tout motz de L plus long quek, = se factorise en: = uvw, avec (i)|v| > 1 (i) |uv| < k et (iii) pour
touts: > 0, uv'w est également un mot de

Si un langage est infini, alors il contient des mots de longueur arbitrairement grande. Ce que dit ce lemme,
c'est essentiellement que des qu’'un motidest assez long, il contient un facteur différentedgui peut

étre itéré a volonté tout en restant ddhsEn d'autres termes, les mots « longs»Ideont construits par
répétition d’un facteur s’'insérant a I'intérieur de mots plus courts.

Preuve : Soitd un DFA dek états reconnaissaiitet soitz un mot deL, de longueur supérieure ou égale

a k. La reconnaissance dedansA correspond a un calcyl . .. g, impliquant| = | + 1 états.A n’ayant

quek états, le préfixe de longuedir+ 1 de cette séquence contient nécessairement deux fois le méme état
g, aux indices et j, avecO < i < j < k. Sil'on noteu le préfixe der tel qued*(qo, u) = ¢ etwv le facteur

tel qued*(q,v) = ¢, alors on a bien (i) car au moins un symbole est consommé le long dugcycle; (i)

carj < k; (iii) en court-circuitant ou en itérant les parcours le long du cirguit. q.

Attention : le lemme est aussi vérifié pour de nombreux langages non-rationnels : il n’exprime donc gu’une
condition nécessaire (mais pas suffisante) de rationalité.

Ce lemme permet, par exemple, de prouver que le langage des carrés parfaits définipdn €
¥*,Jv tel queu = v2} n'est pas un langage rationnel. En effet, doitentier spécifié par le lemme de
pompage et un mot plus grand quek : = = yy avec|y| > k. Il estalors possible d’écrire = uvw, avec
|uv| < k. Ceci implique quew est un préfixe dg, ety un suffixe dew. Pourtantuviw doit également
étre dand., alors qu’un seul deg est affecté par I'itération : ceci est manifestement impossible.

Vous montrerez de méme que le langage ne contenant que les mots dont la longueur est un carré parfait
et que le langage des mots dont la longueur est un nombre premier ne sont pas non plus des langages
reconnaissables.
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Une maniere simple d’exprimer cette limitation intrinseque des langages rationnels se fonde sur I'observa-
tion suivante : dans un automate, le choix de I'état successeur pour ymétdepend que dg et pas de la

maniéere dont le calcul s’est déroulé avanEn conséquencen automate fini ne peut gérer qu’un nombre

fini de configurations différenteeu, dit autremenfosséde une mémoire born€sest insuffisant pour un

langage tel que le langage des carrés parfaits pour lequel I'action a conduire (le langage a reconnaitre) aprés
un suffixeu dépend de: tout entier : reconnaitre un tel langage demanderait en fait un nombre infini d’états.

3.3.2 Quelgues conséquences

Dans cette section, nous établissons quelques résultats complémentaires portant sur la décidabilité, c’est-
a-dire sur I'existence d’algorithmes permettant de résoudre quelques problémes classiques portant sur les
langages rationnels. l\éplﬁgapcggnaissons déja un algorithme pour décider si un mot appartient a un langage
rationnel (I’aIgorithméI)g;ﬁchtion montre en fait que la plupart des problemes classiques pour les
langages rationnels ont des solutions algorithmiques.

Théoreme 3.12Si A est un automate fini contenahgtats :
(i) L(A) estnon vide si et seulement&reconnait un mot de longueur strictement inférieure a
(i) L(A) estinfini si et seulement di reconnait un mot: tel quek <|u| < 2k

Preuve (i) : un sens de limplication est trivial : sd reconnait un mot de longueur inférieuréal(A)
est non-vide. Supposorig A) non vide et soit: le plus petit mot dd.(A) ; supposons que la longueur de
u soit strictement supérieureka Le calcul(go, u) 4 (g, €) contient au moing étapes, impliquant qu’un
état au moins est visité deux fois et est donc impliqué dans un crclin court-circuitantC, on déduit un
mot deL(A) de longueur strictement inférieure a la longueunglee qui contredit I'hypothése de départ.
On a donc bienu| < k.

(i) : un raisonnement analogue a celui utilisé pour montrer le lemme de pompage nous assure qu’un sens
de I'implication est vrai. Si maintenarit(A) est infini, il doit au moins contenir un mot plus long gle

Soitu le plus petit mot de longueur au moiks: soit il est de longueur strictement inférieur@®, et le

résultat est prouvé. Soit il est au moins égakamais par le lemme de pompage on peut court-circuiter un
facteur de taille au plug et donc exhiber un mot strictement plus court et de longueur au Mjree qui

est impossible. C’'est donc que le plus petit mot de longueur au nftainme longueur inférieureZk.

Théoréme 3.13Soit A un automate fini, il existe un algorithme permettant de décider si :
— L(A) estvide
— L(A) estfini/ infini

Ce résultat découle directement des précédents : il existe, en effet, un algorithme pour déterminer si un mot
u est reconnu pan. Le résultat précédent nous assure qu'il suffit de tgsfer * mots pour décider si le
langage d’'un automatd est vide. De méme,X | 2*— | ¥ | * vérifications suffisent pour prouver qu’un
automate reconnait un langage infini.

On en déduit un résultat concernant I'équivalence :

Théoréme 3.14SoientA® et A% deux automates finis. Il existe une procédure permettant de décidér si
et A2 sont équivalents.

Il suffit en effet pour cela de former I'automate recon%aégsfségﬁr%l&p L(A2)) U (L(AY) N L(A?)) (par
exemple en utilisant les procédures décrites a la selipri) et de tester si le langage reconnu par cet
automate est vide. Si c’est le cas, alors les deux automates sont effectivement équivalents.
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nonical | 3.4 Lautomate canonique

Dans cette section, nous donnons une nouvelle caractérisation des langages reconnaissables, a partir de
laguelle nous introduisons la notiahautomate canonique d’un langagBous présentons ensuite un al-
gorithme pour construire I'automate canonique d’un langage reconnaissable représenté par un DFA quel-
conque.

a.nerode 3.4.1 Une nouvelle caractérisation des reconnaissables

Commencons par une nouvelle définition : celle d’'indistinguabilité.

Définition 3.8 Soit L un langage de&_*. Deux mots de: et v sont ditsindistinguableslansL si pour tout
w dansY*, soituw etvw sont tous deux dank, soituw etvw sont tous deux dans.

En d’autres termes, deux mat®tv sont distinguables dardss’il existe un motw de L tel queuw soit dans
L, mais payw. La relation d’indistinguabilité dans est une relation réflexive, symétrique et transitive :
c’est une relation d’équivalence que nous noteraps

Considérons, a titre d'illustration, le langage= a(a | b)(bb)*. Pour ce langage, = aab etv = abb sont
indistinguables : pour tout mot dex = uww, ayant pour préfixe, y = vw est en effet un autre mot de
u = a etv = aa sont par contre distinguables : en concaténant abb a u, on obtientaabb qui est dans
L ; en revanchegaabb n'est pas un mot dé.

De maniére similaire, on définit la notion d’indistinguabilité dans un automate détermingsie:

Définition 3.9 SoitA = (X, Q, qo, F,J) un automate fini déterministe. Deux motswdet v sont ditsin-
distinguablegians A si et seulement $* (¢, u) = 6*(qo, v). On notera d’indistinguabilité dang par :
U=A.

Autrement dit, deux mots etv sont indistinguables pout si le calcul pard dew depuisgy aboutit dans le
méme état que le calcul de. Cette notion rejoint bien la précédente, puisque toutimtal qued*(q, w)
aboutisse a dans un état final est une continuation valide a la feigtdéev dansL ; inversement tout mot
conduisant a un échec depyisst une continuation invalide a la fois dest dev.

. . . L. R ssec,Ing.othops
Pour continuer, rappelons la notion de congruence droite, déja introduite a la bé@tlﬁng :

Définition 3.10 (Invariance droite) Une relation d”équivalenc® sur X* est diteinvariante a droitesi et
seulement siuRv = Yw, uwRvw. Une relation invariante a droite est appelée une congruence droite.

Par définition, les deux relations d'indistinguabilité définies ci-dessus sont invariantes a droite.

Nous sommes maintenant en mesure d'exposer le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.15 (Myhill-Nerode) Soit L un langage suk’, les trois assertions suivantes sont équivalentes :

— (i) L estun langage rationnel

— (ii) il existe une relation d"équivalence sur ¥*, invariante a droite, ayant un nombre fini de classes
d’équivalence et telle qué est égal a I'union de classes d’'équivalence=de

— (iii) =1, posséde un nombre fini de classes d’équivalences
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Preuve : ()= (i) : A étant rationnel, il existe un DFA qui le reconnait. La relation d’équivaleneg,

ayant autant de classes d’équivalences qu'il y a d'états, ce nombre est nécessairement fini. Cette relation est
bien invariante a droite, €, défini comme{u € ¥*,§*(qo,u) € F'} est simplement 'union des classes
d’équivalences associées aux états finaud de

(i) = (i) : Soit = la relation satisfaisant la propriété ), etu et tels queu = v. Par la propriété d’inva-
riance droite, on a pour tout mat dans:* uw = vw. Ceci entraine que saitw etvw sont simultanément
dansL (si leur classe d’équivalence commune est un sous-ensemfilg deit tout deux hors dé (dans

le cas contraire). Il s’ensuit que =;, v : toute classe d’équivalence poarest incluse dans une classe
d’équivalence de=y, ; il y a donc moins de classes d’équivalence payrque pour=, ce qui entraine que
le nombre de classes d’équivalence=gdeest fini.

(iii) = (i) : construisons l'automatd = (X, @, qo, F, ) suivant :

— chaque état dé correspond a une classe d’équivalepde de=y ; d’ou il s’ensuit quey) est fini.

— qo = [€]1, classe d’équivalence de

— F =A{lu]p,u € L}

— ([u]r,a) = [ua]L. Cette définition d@ est indépendante du choix d’un représentanjtdle : siu etv
sont dans la méme classe pety, par invariance droite d&;, il en ira de méme pouia etva.

A ainsi défini est un automate fini déterministe et complet. Montrons maintenart gremnnaitl, et pour

cela, montrons par induction quey, u) 4 [u]. Cette propriété est vraie pour= ¢, supposons la vraie

pour tout mot de taille inférieurefaet soitu = va de taillek 4 1. On a(qo, ua) Py (p, a) Fa (g, €). Or, par

I'hypothése de récurrence on sait que- [u|;, ; et commey = §([u]r,a), alorsq = [ua]r, ce qui est bien

le résultat recherché. On déduit queisist dand.(A), un calcul sur I'entrée aboutit dans un état final de

A, et donc que: est dans L. Réciproquement,.sest dand., un calcul sur I'entrée; aboutit dans un état

[u]z, qui est, par définition dd, final.

Ce résultat fournit une nouvelle caractérisation des langages reconnaissables et peut donc étre utilisé pour
montrer qu’un langage est, ou n'est pas, reconnaissable. Ainsi, par exémpléy, 3a € ¥,i € N tq.u =

a®'} n’est pas reconnaissable. En effet, pour tioyita®>* eta? sont distingués par?'. Il n’y a donc pas un

nombre fini de classes d’équivalence peuyr, et L ne peut en conséquence étre reconnu par un automate
fini. L n'est donc pas un langage rationnel.

3.4.2 Automate canonique

La principale conséquence du résultat précédent concerne I'existence d’un représentant unigue (a une renu-
mérotation des états prés) et minimal (en nombre d’'états) pour les classes de la relation d’équivalence sur
les automates finis.

Théoreme 3.16L'automate Ay, fondé sur la relation d’équivalence,, est le plus petit automate déter-
ministe complet reconnaissaht Cet automate est unique (& une renumérotation des états prés) et appelé
automatecanoniquele L.

Preuve : soitd un automate fini déterministe reconnaissﬁrﬁﬁiﬁ.ggﬁniﬁihme relation d”équivalence satis-
faisant les conditions de I'alinéa (ii) de la preuve du théor&me presenté ci-dessus. Nous avons montré

gue chaque état dé correspond a une classe d’'équivalence (poy) incluse dans une classe d’équiva-

lence pour=;. Le nombre d’'états dd est donc nécessairement plus grand que celul del_e cas ouA

et A;, ont le méme nombre d’états correspond au cas ou les classes d’équivalences sont toutes semblables,
permettant de définir une correspondance biunivoque entre les états des deux machines.
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L'existence ded; étant garantie, reste a savoir comment le construire : la construction directe des classes
d’équivalence de=;, n'est en effet pas nécessairement immédiate. Nous allons présenter un algorithme
permettant de construicé;, a partir d’'un automate déterministe quelconque reconnaigs@@mwmme préa-

lable, nous définissons une troisiéme relation d’indistinguabilité, portant cette fois sur les états :

Définition 3.11 Deux états; et p d’un automate fini déterministé sontdistinguables'il existe un motw
tel que le calcul ¢, w) termine dans un état final alors que le cal¢pl w) échoue. Si deux états ne sont pas
distinguables, ils sonindistinguables

Comme les relations d’indistinguabilité précédentes, cette relation est une relation d'équivalence, notée
=, sur les états d€). L'ensemble des classes d’équivalengg est notée?), . Pour un automate fini dé-
terministeA = (3, Q, qo, F,0), on définit 'automate fini4, par : A, = (3,Q., [q]v, F1,0,), avec :
0,(lqly,a) = [0(q,a)],; et F, = [q],, avecq dansF'. §,, est correctement défini en ce sens queetiq sont
indistinguables, alors nécessairemé&t a) =, J(p, a).

Montrons, dans un premier temps, que ce nouvel automate est bien identique a I'automate cafipnique
On définit pour cela une applicatign qui associe un état d&, a un état ded;, de la maniére suivante :

#([q],) = [u]r S'il existew tel ques*(qo, u) = q

Notons d’abord que est une application : si et v de X* aboutissent tous deux dans des états indistin-
guables ded, alors il est clair que: et v sont également indistinguables, et sont donc dans la méme classe
d’équivalence poue, : le résultat de» ne dépend pas d’un choix particulier de

Montrons maintenant qug est une bijection. Ceci se déduit de la suite d’équivalences suivante :

o(lal) = o([pl,) = Fu,v € X*,6%(qo0,u) = q,0"(qo,u) = p, €tu = v (3.1)
& 0%(qo0,u) =0 6" (qo, 1) (3.2)
= [Q]V - {p]u (33)

Montrons enfin que les calculs daAs sont en bijection pap avec les calculs dd ;. On a en effet :

= ¢([q0]v) = [€]1, caré*(qo, €) = qo € [qo]v

— ¢(8u([alv, a) = d1.(¢((gl,). a) car soitu tel qued*(qo, u) € g, alors : ()3(6* (g0, u), a) € 6,([gly. a)
(cf. la définition ded,) et [ualr, = #(6,([q]lv,a)) = dr([u],a) (cf. la définition dedr), ce qu'il fallait
prouver.

— si[g], estfinal dansA,, alors il existeu tel qued*(qo, w) soit un état final ded, impliquant queu est un
mot deL, et donc quéu];, est un état final de 'automate canonique.

Il s’ensuit que chaque calcul dards, est isomorphe (pap) a un calcul dansi;, puis que, ces deux auto-

mates ayant les mémes états initiaux et finaux, ils reconnaissent le méme langage.

L'idée de l'algorithme de minimisation dd = (X, Q, qo, F, ) consiste alors a chercher a identifier les
classes d’'équivalence pos;,, de maniére a dériver 'automatg, (alias Ay). La finitude de@ nous ga-
rantit I'existence d’un algorithme pour calculer ces classes d’équivalences. La procédure itérative décrite
ci-dessous esquisse une implantation naive de cet algorithme, qui construit la partition correspondant aux
classes d'équivalence par raffinement d’'une partition inifilequi distingue simplement états finaux et
non-finaux. Cet algorithme se glose comme suit :
— Initialiser avec deux classes d’équivalendé et Q\ F
— Itérer jusqu’a stabilisation :

— pour toute paire d’état etp dans la méme classe de la partitidp, s'il existea € ¥ tel qued(q, a) et

d(p, a) ne sont pas dans la méme classe gduralors ils sont dans deux classes différenteElge, .
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On vérifie que lorsque cette procédure s’arréte (aprés un nombre fini d’étapes), deux états sont dans la méme
classe si et seulement si ils sont indistinguables. Cette procédure est connue sousllalgmnithme de

Moore Implantée de maniére brutale, elle aboutit a une complexité quadratique (& cause de I'étape de
comparaison de toutes les paires d'états). En utilisant des structures auxiliaires, il est toutefois possible de
se ramener a une complexité etobg(n), avecn le nombre d’états.

. . . , . ig.fsa.tomin
Considérons pour illustrer cette procédure I'automate reproduit a la %1]897

a

FiG. 3.18 — Un DFA a minimiser fig.fsa.ton

Les itérations successives de l'algorithme de construction des classes d'équivaleneg gewléroulent
alors comme suit :
- o = {{q0, 91, 92, 43, 4}, {g5} } (cargs est le seul état final)
- I = {{90, 1,93}, {q2, 94}, {g5} } (carga etqy, sur le symbolé, atteignenys).
- o = {{q0},{q1, 43}, {q2, a4}, {g5}} (carq: etgs, surle symbolé, atteignent respectivemeny et ).
— II3 =TI, fin de la procédure. , N
. , . ffig.fsa.minimized
L'automate minimal résultant de ce calcul est reproduit a la figura

a a ab
Q w0 @ * Jaa, 2 a
a
FIG. 3.19 — L'automate minimal de: | b)a*ba*b(a | b)* fig.fsa.mir

44



Chapitre 4

Grammaires syntagmatiques

Dans cette partie, nous présentons de maniére générale les grammaires syntagmatiques, ainsi que les prin-
cipaux concepts afférents. Nous montrons en particulier gu'au-dela de la classe des langages rationnels, il
existe bien d’autres familles de langages, qui valent également la peine d’étre explorées.

4.1 Grammaires

Définition 4.1 (Grammaire) Unegrammaire syntagmatiqug est définie par un quadruplét’, >, P, S),
ouV, ¥ et P désignent respectivement des ensemblesdables (ou non-terminauy, determinaux, et
deproductions V' etY sont des ensembles finis de symboles teldgae- = (). Les productions sont des
éléments déV” U X)* x (V U X)*, que I'on note sous la forme — (. S est un élément distingué dé
appelé lesymbole initial ou encore laxiome de la grammaire.

La terminologie de langue anglaise équivalente a grammaire syntagmatiqieasstStructure Grammar,
plutbt utilisée par les linguistes, qui connaissent bien d’autres sortes de grammaires. Les informaticiens
disent plus simplementrammar (pour eux, il N’y a pas d’ambiguité sur le terme'!).

Dans la suite, nous utiliserons les conventions suivantes pour noter les éléments de la grammaire : les
variables seront notées par des symboles en majuscule; les terminaux par des symboles minuscule; les
mots de(V U X)* par des lettres de I'alphabet grec.

. g s . . J. rm.fg.anbn .
lllustrons ces premiéres définitions en examinant la grammaire définie dans I&tﬁﬁi@t@ammawe
contient une seule variabl§, qui est également I'axiome ; deux éléments terminaexb, et deux régles
de production.

pr:| S — aSh
P2 - S —ab
TAB. 4.1 — Une grammaire pouf’b” grm.fg.an

Sia —  est une production d’'une grammadtg on dit quea est lapartie gaucheet 5 la partie droite de
la production.

L'unique opération autorisée, dans les grammaires syntagmatiques, est la récriture d'une séquence de sym-
boles par application d’'une production. Formellement,
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Définition 4.2 (Dérivation Immédiate ) On définit la relation=¢ (lire : dérive immédiatemephsur I'en-
semblgV U X)* x (V UX)* paryad =g /59 si et seulement si — (5 est une production de G.

La notion de dérivation immédiate se généralise a la dérivation en un nombre quelconque d’étapes. Il suffit
pour cela de considérer la fermeture transitive de la relatign, que I'on note="¢

Définition 4.3 (Dérivation ) On définit la relation="¢ sur 'ensembléV U X)* x (V U X)* par ag =g
oy, Sietseulementsiil existe, ..., a,,—1 dans(V U X)* telsquen; =g as =g ... =@ Om—-1 =G Qm.-

. e . e . rm.fg.anbn
Ainsi, par exemple, la dérivation suivante est une dérivation pour la grammaire de I%.t‘éﬁqe
S =q, aSb =g, aaSbb =g, aaaSbbb =g, aaaaSbbbb

permettant de déduire que=7¢;, aaaaSbbbb.

Ces définitions préliminaires étant posées, il est maintenant possible d’exprimer formellement le lien entre
grammaires et langages.

Définition 4.4 (Langage engendré par une grammaire)On appelle langage engendré p&t noté L(G),
le sous-ensemble d& défini par{w € ¥*, S =7 w}.

L(@G) est donc un sous-ensemble Xi&, contenant précisément les mots qui se dériventg&s depuis

S. Lorsquer, contenant des non-terminaux, se dériveSgen dit quia est uneproto-phrase (en anglais
sentential form Pour produire une phraStu langage, il faudra alors habilement utiliser les productions,

de maniére a se débarrasser, par récritures successives depuis I'axiome, de tous les nog-termln%ux de la
proto-phrase courante. Vous vérifierez ainsi que le langage engendré par la grammaire d

I'ensemble des mots formés en concaténafinis le symboles, suivi den fois le symbolé (soit le langage

{a"b™,n > 1}).

Si toute grammaire engendre un langage unique, la réciproque n’est pas vraie. Un lapgagétre engen-

dré par de multiples grammaires, comme on peut s’en persuader en rajoutant a volonté des non-terminaux
ou des terminaux inutiles. Il existe plusieurs maniéres pour un non-terminal d’étre inutile : par exemple en
n'apparaissant dans aucune partie droite (ce qui fait qu’il n’apparaitra dans aucune proto-phrase); ou bien
en n‘apparaissant dans aucune partie gauche (il ne pourra jamais étre éliminé d’'une proto-phrase, ni donc
étre utilisé dans la dérivation d'un%%hr ase | eLéslangage .). Nous reviendrons sur cette notion d'utilité des
éléments de la grammaire a la sec

Ssec.rat.e o
Comme nous 'gae\é J%n pour les expressions rationnelles (a la s&ﬁdﬁ et pI our les automates finis
(voir la sectionb 1, |I est en revanche possible de définir des classes d'équivalence de grammaires qui
engendrent le méme langage.

Définition 4.5 (Equivalence entre grammaires)Deux grammairesy; etGy sontéquivalentessi et seule-
ment si elles engendrent le méme langage

Les grammaires syntagmatiques décrivent donc des systémes permettant d’engendrer, par récriture succes-
sive, les mots d’un langage : pour cette raison, elles sont parfois également agpeté®sires génératives

!La terminologie est ainsi faite que lorsque I'on parle de grammaires, il est d’usage d’gpipeleeles séquences d’'éléments
terminaux, que nous appelions précédemmantt Il s’ensuit parfois (et c’est fort facheux), que le termentigtest parfois employé
pour dénoter les éléments de I'alphakét(et non plus les éléments d&).
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. De ces grammaires se déduisent, (de maniére plus ou moins directe) des algorithmes pernmettamt de
naitre les mots d'un langage, voire, pour les sous-classes les plus simpl@écidersi un mot appartient
ou non a un langage.

Le processus de construction itérative d’'un mot par récriture d’'une séquence de protophrases permet de
tracer les étapes de la construction et apporte une information indispensabilet@quéterla phrase. Les

grammaires syntagmatiques permettent donc également d’associer des structures aux mots \Qétc‘@f('gaé‘e?.‘?} Iedna

partir desquelles il est possible de calculer leur signification. Ces notions sont formalisées a la&bséction

4.2 La hiérarchie de Chomsky

Chomsky identifie une hiérarchie de familles de grammaires de complexité croissante, chaque famille cor-
respondant a une contrainte particuliére sur la forme des régles de récriture. Cette hiérarchie, a laquelle
correspond une hiérarcRide langages, est présentée dans les sections suivantes.

4.2.1 Grammaires de type 0

Définition 4.6 (Type 0) On appelle grammaire de type 0 une grammaire syntagmatique dans laquelle la
forme des production est non-contrainte.

Le type O est le type le plus général. Toute grammaire syntagmatique est donc de type 0 ; toutefois, au fur et
a mesure que les autres types seront introduits, on prendra pour convention d'gpeetBune grammaire
le type le plus spécifique auquel elle appartient.

Le principal résultat a retenir pour les grammaires de type 0 est le suivant, que nous ne démontrerons pas.

Théoreme 4.1 Les langages récursivement énumérables sont les langages engendrés par une grammaire
de type O.

L’en§emb
Ssec.Ing.cal

Iéa des langages récursivement énumérables et ioappelons gu'il a été introduit & la section

Ce qui signifie qu’en dépit de leur apparente simplicité, les grammaires syntagmatiques permettent de dé-
crire (pas toujours avec €légance, mais c’est une autre question) exactement les langages que I'on sait re-
connaitre (ou énumérer) avec une machine de Turing. Les grammaires syntagmatiques de type 0 ont donc
une expressivité maximale.

Ce résultat est théoriguement satisfaisant, mais ne nous en dit guére sur la véritable nature de ces langages.
Dans la pratique, il est extrémement rare de rencontrer un langage de type 0 qui ne se ramene pas a un type
plus simple.

4.2.2 Grammaires contextuelles (type 1)

Les grammairemonotonegtroduisent une premiére restriction sur la forme des régles, en imposant que la
partie droite de chaque production soit nécessairement plus longue que la partie gauche. Formellement :

2Les développements des travaux sur les grammaires formelles ont conduit & largement raffiner cette hiérarchie. Il existe ainsi,
par exemple, de multiples sous-classes des langages algébriques, dont certaines seront présentées dans la suite.
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Définition 4.7 (Grammaire monotone) On appelle grammairenonotone une grammaire syntagmatique
dans laquelle toute productiam — [ est telle que«| < |5].

Cette définition impose qu’au cours d’une dérivation, les protophrases d’'une grammaire monotone s'étendent
de maniére monotone. Cette contr éggggn%ersqgnen particulier d’engendrer le mat Wdes reviendrons
en détail sur cette question a la sec??ﬁﬁ.ﬁ' -

Les langages engendrés par les grammaires monotones sont également obtenus en posant une contrainte
alternative sur la forme des regles, conduisant a la notion de grammaire contextuelle :

Définition 4.8 On appelle grammaireontextuelle, ousensible au contexten abrégéggrammaire CSen
anglaisContext-Sensitive) une grammaire telle que toute production@est de la formev; Aas — a1 8as,
avecaq, ag, S dans(X U V)*, B # e et A estdang/.

Les grammaires contextuelles sont donc telles que chaque production ne récrit qu’'un symbole non-terminal
a la fois, le contexte (c’est-a-dire les symboles encadrant ce non-terminal) restant inchangé : d’ou la qualifi-
cation decontextuellepour ces grammaires. Par construction, toute grammaire contextuelle est monotone
(car( # €). Le théoréme suivant nous dit plus : grammaires contextuelles et monotones engendrent exacte-
ment les mémes langages.

Théoreme 4.2 Pour tout langagel. engendré par une grammaire monoto@e il existe une grammaire

contextuelle qui engendie.

Preuve : Soitl. engendré par la grammaire monotaRe= (7, N, S, P). Sans perte de généralité, nous
supposons que les terminaux n'apparaissent que dans des productions de la ferme Si cela n’est
pas le cas, il suffit d’introduire un nouveau non-termiAgl pour chaque terminal, de remplacepar X,
dans toutes les productions, et d'ajouteP & 4 — a. Nous allons construire une grammaire contextuelle
équivalente & et pour cela nous allons démontrer deux résultats intermédiaires.

Lemme 4.1 SiG est une grammaire monotone, il existe une grammaire monotone équivalente dans laquelle
toutes les parties droites ont une longueur inférieure ou égale a

Soit, en effetee = ay ...y, = B = B1... 6, Une production dé&. G étant monotoney est inférieur ou

égal an : complétons alora avec des de maniére a écrire = «; . . . o, OU lesa; sontdans UV U {e}.
Construisons ensuitg’, déduite de& en introduisant les — 1 nouveaux non-terminauX; ... X,_1, et

en remplacant — § par lesn les productions suivantes :

- ajap ~ 1 Xy

-Vi,l<i< n,Xi_laiH - ﬂ,XZ

- anl - Bn

Il est clair queG’ est monotone et que I'application successive de ces nouvelles régles a bien pour effet
global de récrire de proche en prochen 3 par :

109 ... Oy =G ﬁleag R0 7%
=g B1feXoay...an
=G ..
=¢ B1P2. . Pn—1Xn—1
= ﬁlﬁ2 o ﬁnflﬁn

Soit alorsu dansL(G) : siu se dérive de& sans utilisery — (3, alorsu se dérive pareillement de¢dansG’.
Siu se dérive dan& parS =7 vaw =¢ vBw =¢ u, alorsu se dérive dan&’ en remplagant I'étape

48



de dérivatiorvaw =¢ vBw par les étapes de dérivation détaillées ci-dessus. Inversemergegiérive
dansG’ sans utiliser aucune variablg;, elle se dérive a I'identique dadé Si X; apparait dans une étape
de la dérivation, son élimination par application successivendegles précédentes implique la présence
du facteura dans la proto-phrase dérivaint u se dérive alors dans en utilisanto — (.

Par itération de cette transformation, il est possible de transformer toute grammaire monotone en une gram-
maire monotone équivalente dont toutes les productions sont telles que leur partie droite (et, par conséquent,
leur partie gaucheG est monotone) ont une longueur inférieure ou égale a 2. Le lemme suivant nous permet
d’arriver a la forme désirée pour les parties gauches.

Lemme 4.2 Si G est une grammaire monotone ne contenant que des productions del Bpe CD,
avecA, @th%‘ fetcé) dansV U {e}, alors il existe une grammaire équivalente satisfaisant la propriété du
théoremet.Z

La démonstration de ce lemme utilise le méme principe que la démonstration précédente, en introduisant
pour chaque productioR = AB — CD le nouveau non-terminaX 45 et en remplacank par les trois
productions suivantes :

— AB — XapB

— XapB — XaD

- XABD - CD

On déduit directement le résultat qui nous intéresse : toute grammaire monotone est équivalente a une
grammaire dans laguelle chaque production ne récrit qu'un seul et unique symbole.

Ces résultats permettent finalement d’introduire la notion de langage contextuel.

Définition 4.9 (Langage contextuel)On appellelangage contextue{ou langagesensible au contexten
abrégélangage Cyun langage engendré par une grammaire contextuelle (ou par une grammaire mono-
tone).

Les langages contextuels constituent une classe importante de langages, que I'on rencontre effectivement (en
particulier en traitement automatique des langues). Une pr(’:ﬁ,aen{gtion plus compléte des langages contextuels
et des grammaires qui les reconnaissent est effectué au cr%llbegreprésentant notable de ces langages

est le langagda™bc", n >r1}f %HLr?cSt engendré par la grammadred’axiome S et dont les productions

> , N g nm. g n
sont représentees a lata

J S _’CLSQ
po: | S —abc
p3: | cQ —~Qc

pg ;| bQc—bbce

TAB. 4.2 — Une grammaire pouf'b™c" grm.fg.an

. rm.fg.anbncn . L.
La grammaire de {agqg%érzwgags T monotone. Dans cette grammaire, on observe par exemple les dérivations
listées dans la table 3.~

Il est possible de montrer qu’en fait les seules dérivations qui réussissent dans cette grammaire produisent
les mots (et tous les mots) du langd@&b™c, n > 1}, ce qui est d’ailleurs loin d’étre évident lorsque I'on
examine les productions de la grammaire.

Un dernier résultat important concernant les langages contextuels est le suivant :
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ec.fg.cfg

S=q abc ( parp;)
S=¢ aSQ (parp;)
= aabe@ ( parpsz)
=g aabQc ( parps)
= aabbce ((parpy)
S=¢ aSQ (parpy)
=q aaSQQ (parp;)
= aaabcQQ) ( parps)
=g aaabQcQ ( parps)
= aaabbce@) ( parpy
= aaabbcQc ( parps
(
(

=q aaabbQcc ( parps
=q aaabbbcee ( parpy

)
)
)
)

TAB. 4.3 — Des dérivations pouf'b™c" tab.fg.der

Théoréme 4.3 Tout langage contextuel est récursif, soit en nofddtl’ensemble des langages récursifs, et
CS 'ensemble des langages contextueldsS: € RC.

Ce que dit ce résultat, c’est qu'il existe un algorithme capable de décider si une phrase appartient ou pas
au langage engendré par une grammaire contextuelle. Pour s’en convaincre, esquissons le raisonnement
suivant : soitu la phrase a décider, de taille| . Toute proto-phrase impliquée dans la dérivatiom @st au

plus aussi longue gue, a cause de la propriété de monotonie. Il «suffit» donc pour déciderconstruire

de proche en proche I'ensemhlede toutes les protophrases qu'il est possible d’obtenir en «inversant les
productions» de la grammaire? contient un nombre fini de protophrases; il est possible de construire

de proche en proche les éléments de cet ensemble. Au terme de proceSses, tsouvé dan®), alorsu

appartient &(G), sinon,u n"appartient pas &(G).

Ce bref raisonnement ne dit rien de la complexité de cet algorithme, c’est-a-dire du temps qu'il mettra a
se terminer. Dans la pratique, tous les algorithmes généraux pour les grammaires CS sont exponentiels.
Quelques sous-classes particulieres admett Crp]tatqt%tefois des algorithmes de décision polynomiaux. De nou-
veau, le lecteur intéressé se reportera au chimrpéan;s lequel certains de ces algorithmes sont présentés.

Pour finir, notons qu'il est possible de montrer que la réciproque n’est pas vraie, donc qu'il existe des
langages récursifgui ne peuvent étre décrits par aucune grammaire contextuelle

4.2.3 Grammaires hors-contexte

Une contrainte supplémentaire par rapport a celle imposée pour les grammaires contextuelles consiste a
exiger que toutes les productions contextuelles aient un contexte vide. Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 4.10 (Grammaire de type 2) On appelle grammaire de type 2 (on dit égalememts-contexte
ou algébrique, en abrégégrammaire CI (en anglaisContext-free) une grammaire syntagmatique dans
laquelle toute production — 3 est de la forme A — 3, avecA dansV et 3 dans(V U X)™.

Le sens de cette nouvelle contrainte est le suivant : chaque fois qu'une vafidiplere dans une proto-
phrase, elle peut étre récritedépendamment du contextans lequel elle apparait. Par définition, toute
grammaire hors-contexte est un cas particulier de grammaire contextuelle.
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Cette nouvelle restriction permet d’introduire la notionAig@roduction :

Définition 4.11 (A-production) On appelleA-production une production dont la partie gauche est réduit
au symboled.

Les langages hors-contexte se définissent alors par :

Définition 4.12 (Langage hors-contexte YOn appelle langage hors-contexte (ou langadgébrique en
abrégélangage Clrun langage engendré par une grammaire hors-contexte.

Attention: ce n’est pas parce qu’un langage est engendré par une grammaire hors-contexte qu'il est lui-
méme nécessairement hors-contexte ; ni parce qu’un langage est engendré par une grammaire contextuelle
gu'il est lui-méme contextuel. Considérez par exemple la grammaire contextuelle suivante :

p1 S —aSh
P2 : | aSb— aaSbhb
p3:| S —ab
TAB. 4.4 — Une grammaire contextuelle paitn™ grm.fg.anl

. rm.fg.anbn2 i
La grammaire (contextuelle) de la tatga e;ngendre le langage hors-contexté™. Ce langage étant un
langage CF, on peut toutefois trouver une grammaire CF pour ce langage.

On noteraC.F I'ensemble des langages hors-contexte. Ces langages constituent probablement la classe de
langages la plus étudiée et la plus utilisée dans les applications pratiques. Nous aurons I'occasion de revenir
en détail sur cea]léangages dans les chapitres qui suivent et d’en étudier de nombreux exemples, en particulier

dans Iechapitr%.I .

Notons simplement, pour I'instant, que cette classe cr%nftiea%%les langages non-triviaux, comme par exemple
{a"b",n > 1}, engendré par la grammaire de la ta%lé' qg'w est bien une grammaire hors-contexte ; ou
encore le langage des palindromes (I'écriture de cette grammaire est laissée en exercice).

@l 4.2.4 Grammaires régulieres

Régularité

Les grammaires de type 3 réduisent un peu plus la forme des régles autorisées, définissant une classe de
langages encore plus simple que la classe des langages hors-contexte.

Définition 4.13 (Grammaire de type 3) On appelle grammaire de type 3 (on dit égaleme&mguliére, en
abrégégrammaire RG (en anglaisregular) une grammaire syntagmatique dans laquelle toute production
o — (B estsoit de laforme A — aB, aveca dansX. et A, B dansV/, soit de la formed — a.

Par définition, toute grammaire réguliére est hors-contexte. Le trait spécifique des grammaires réguliéres
est que chaque production récrit au moins un symbole terminal et au plus un non-terminal a sa droite. Les
dérivations d’'une grammaire réguliere ont donc une forme tres simple, puisque toute proto-phrase produite
parn étapes successives de dérivation contient emtétamboles terminaux, suivis d’au plus une variable.
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La dérivation se termine par la production d’'un mot du langage de la grammaire, lorsque le dernier terminal
est éliminé par une production de typt = a.

La notion de langage régulier se définit comme précédemment par :

Définition 4.14 (Langage régulier) Un langage estégulier si et seulement si il existe une grammaire
réguliére qui I'engendre.

On noteraR G I'ensemble des langages réguliers.

Les réguliers sont rationnels

Le résultat principal concernant les langages réguliers est énoncé dans le théoréme suivant :

Théoreme 4.4 Si L est un langage régulier, il existe un automate finqui reconnaitZ. Réciproquement,
si L est un langage reconnaissable, aveg L, alors il existe une grammaire réguliere qui engendre
N , . R L. . . . . Issec.fg.epsilon
Ainsi les langages réguliers, a un détail pres (que nous discutons a la gegti@nne sontrien d’'autre que
les langages rationnels, aussi connus so Sse!:t'afsrzli(_)r‘rerg de reconnaissables. Leurs propriétés principales ont été
détaillées par ailleurs (notamment a la sec)ﬁtﬂ) ; NOUS y renvoyons le lecteur.

Pour avoir l'intuition de ce théoreme, considérons la grammaire engendrant le landadeh)*a et I'au-
tomate reconnaissant ce langage, tous deux reproduits dans Ib.ﬁ' %'Ie

G A

a

P S—aA

p2: A—aB a m a a

psa: B—aB|bB S w B

Ps - B—a U
b

TAB. 4.5 — Grammaire et automate paut(a | b)* tab.fg.aa/

Dans@, la dérivation de I'entréaaba estS = aA = aaB =¢ aabB = aaba, correspondant

au calcul :(S,aabb) Fa (A,abb) F4 (B,bb) k4 (B,a) Fa (F,e). Cet exemple illustre la symétrie du

réle joué par les variables de la grammaire et les états de I'automate. Cette symétrie est formalisée dans la
construction suivante, qui vise a fournir une démonstration de I'équivalence entre rationnels et réguliers.

SoientG = (V,X, P, S) une grammaire réguliére ; et 'automate dérivé des suivantA = (X, V U
{Z},5,{Z},9), ou la fonctions est définie selon :

- 6(A,a)=B< (A—aB)eP

-0Aja)=Z< (A—a)eP

Montrons maintenant qué(G) = L(A) et pour cela, montrons par induction |"équivalence suivante :

S =%¢ uB sietseulement S, u) I, B. Cette équivalence est vraie par définition sist de longueur 1.
Supposons-la vraie jusqu’a une longueyet considéronsu = avb tel queS =¢ avA =¢ avbB. Par
I'hypothése de récurrence il s’ensuit que av) F (A, €), et donc qué.sS, avdb) 4 (B, €) par construction

ded. Pour conclure, reste a examiner comment une dérivation se termine : il faut nécessairement éliminer la
derniére variable par une production de type- a ; ceci correspond a une transition dans I'éfaunique
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g.finite

état final deA. Inversement, un calcul réussi daAscorrespond a une dérivation «éliminant» toutes les
variables et donc & un mot du langapg~).

La construction réciproque, permettant de construire une grammaire équivalente & un automate fini quel-
conque est exactement inverse : il suffit d’associer une variable a chaque état de I'automate (en prenant
I'état initial pour axiome) et de rajouter une production par transition. Cette construction est achevée en
rajoutant une nouvelle productioh — a pour toute transitioi (A, a) aboutissant dans un état final.

Une conséquence de cette équivalence est que si tout langage r'sgg(lzilgr_ct?st par définition hors contexte, le
contraire n'est pas vrai. Nous avons rencontré plus haut (a la széﬂfﬂic unge grammaire engendrant
{a"b™,n > 1}, langag Ssgg%pnmmigntre aisément qu’en vertu du lemme de pompage pour les langages
rationnels (cf. la sectioE.B.]), |IJ nelpegut €tre reconnu par un automate fini. La distinction introduite entre
langages réguliers et langages hors-contexte n’est pas de pure forme : il existe bien des langages CF qui ne
sont pas rationnels.

Variantes

Il est possible de définir de maniére un peu plus libérale les grammaires de type 3 : la limitation essentielle
concerne en fait le nombre de non-terminaux en partie droite et leur positionnement systématique a droite
de tous les terminaux.

Définition 4.15 (Grammaire de type 3) On appelle grammaire de type 3 (iogi€aire a droit (en anglais
right linear) une grammaire syntagmatique dans laquelle toute production ( est soit de la forme :
A — uB, avecu dansX* et A, B dansV, soit de la formed — u, avecu dansX .

Cette définition est donc plus générale que la définition des grammaires réguliéres. Il est pourtant simple
de montrer que les langages engendrés sont les mémes : chaque grammaire linéaire a droite admet une
grammaire réguliére équivalente. La démonstration est laissée en exercice. Les grammaires linéaires a droite
engendent donc exactement la classe des langages rationnels.

On montre de méme que les grammaires linéaires a gauche (au plus un non-terminal dans chaque partie
droite, toujours positionné en premiére position) engendrent les langage rationnels. Ces grammaires sont
donc aussi des grammaires de type 3.

Attention: ces résultats ne s’appliquent plus si I'on considére les grammaires linéaires quelconques (définies
comme étant les grammaires telles que toute partie droite contient au plus un non-terdesgiammaires
linéaires peuvent engendrer des I@pnqggaensmﬁlors-contexte non ratioMoelspreuve, il suffit de considérer

de nouveau la grammaire de la tal

4.2.5 Grammaires a choix finis

Il existe des grammaires encore plus simples que les grammaires réguliéres. En particulier les grammaires
a choix finis sont telles que tout non-terminal ne récrit que des terminaux. On appelle de telles grammaires
les grammaires de type 4 :

Définition 4.16 (Grammaire de type 4) On appelle grammaire de type 4 (on dit égaleméichoix finis,
en abrégégrammaire FCune grammaire syntagmatique dans laquelle toute production est de la forme :
A — u, avecA dansV etu dansxt.

Les grammaires de type 4, on s’en convaincra aisément, n‘’engendrent que des langages finis, mais en-
gendrent tous les langages finis.
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.epsilon

clusion

4.2.6 Produiree

La définition que nous avons donnée des grammaires de type 1 impliqgue un accroissement monotone de la
longueur des protophrases au cours d’une dérivation, ce qui interdit la production du mot vide. Cette «limi-
tation» théorique de I'expressivité des grammaires contextuelles a conduit & énoncer une version «faible»
(c'est-a-dire ne portant que sur les reconnaissables ne contenant pas le mot vide) de I'équivalence entre
langages réguliers et langages rationnels.

Pour résoudre cette limitation, on admettra qu’une grammaire contextuelle (ou hors-contexte, ou réguliere)
puisse contenir des régles de type- € et on acceptera la possibilité qu'un langage contextuel contienne le
mot vide. Pour ce qui concerne les gram gsigg%fg;smo%us reviendrons sur ce point en étudiant les algorithmes
de normalisation de grammaires (a la seciand).

Pour ce qui concerne les grammaires réguliéres, notons simplement que si I'on accepte des productions de
type A — ¢, alors on peut montrer que les langages régulierssss%g_tf exactement les langages reconnaissables.
Il suffit pour cela de compléter la construction décrite a la seéﬁﬁmgeﬂgmrquant comme états finaux de

A tous les états correspondant a une variable pour laquelle il existe unelrégte La construction inverse

en est simplifiée : pour chaque état finhtle 'automate, on rajoute la productign— e.

Pour différentier les résultats obtenus avec et saas utilisera le qualificatif dstrict pour faire référence

aux classes de grammaires et de langages présentées dans les sections précédentes : ainsi on dira qu’une
grammaire esstrictement hors-context elle ne contient pas de production de type— €; qu'elle est
simplement hors-contexte sinon. De méme on parlera de langage strictement hors-contexte pour un langage
CF ne contenant paset de langage hors-contexte sinon.

4.2.7 Conclusion

Le titre de la section introduisait le terme de hiérarchie : quelle est-elle finalement? Nous avons en fait
montré dans cette section la série d'inclusions suivante :

FCCRGCCFCCSCRCCRE

Il est important de bien comprendre le sens de cette hiérarchie : les grammaires les plus complexes ne
décrivent pas des langages plus grands, mais permettent d’exprimer des distinctions plus subtiles entre les
mots du langage de la grammaire et ceux qui sont ne sont pas grammaticaux.

Un autre point de vue, sans doute plus intéressant, consiste a dire que les grammaires plus complexes per-
mettent de décrire des «lois» plus générales que celles exprimables par des grammaires plus simples. Pre-
nons un exemple en traitement des langues naturelles : en francais, le bon usage impose que le sujet d’'une
phrase affirmative s’accorde avec son verbe en nombre et personne. Cela signifie, par exemple, que si le
sujet est un pronom singulier a la premiére personne, le verbe sera également a la premiére personne du
singulier. SiI'on appelld. 'ensemble des phrases respectant cette régle, on a :

— la phrasd’enfant mange est dand.

— la phrasd’enfant manges n’est pas dang

Une description de la syntaxe du frangais par une grammaire syntagmatique qui voudrait exprimer cette
regle avec une grammaire réguliére est peut-étre possible, mais serait certainement tres fastidieuse, et sans
aucune vertu pour les linguistes, ou pour les enfants qui apprennent cette régle. Pourquoi? Parce qu’en
frangais, le sujet peut étre séparé du verbe par un nombre arbitraire de mots, comiientiansie Jean

mange, I’enfant du fils de Jean mange... |l faut donc implanter dans les régles de la grammaire un dispositif

de mémorisation du nombre et de la personne du sujet qui «retienne» ces valeurs jusqu’a ce que le verbe
soit rencontré, c'est-a-dire pendant un nombre arbitraire d’étapes de dérivation. La seule solution, avec une
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grammaire réguliére, consiste a envisager a I'avance toutes les configurations possibles, et de les encoder
dans la topologie de I'automate correspondant, puisque la mémorisation «fournie» par la grammaire est
de taille 1 (le passé de la dérivation est immédiatement oublié). On peut montrer qu’une telle contrainte
s’exprime simplement et sous une forme bien plus naturelle pour les linguistes, lorsque I'on utilise une
grammaire CF.

La prix a payer pour utiliser une grammaire plus fine est que le probléme algorithmique de la reconnaissance
d'une phrase par une grammaire devient de plus en plus complexe. Vous savez déja que ce probleme est
solvable en temps linéaire pour les langages rationnels (réguliers), et ncg'g—qu()i/able (indécidable) pour les
Iangaggcﬁadgatxpe 0. On peut montrer (voir en particulier aux chapitres c‘ﬁe%@s langages CF et la

sectionI3 pourles langages CS )qu'il existe des automates généralisant le modéle d’automate fini pour les
langages CF et CS, d'ou se déduisent des algorithmes (polynomiaux pour les langages CF, exponentiels en
général pour les langages CS) permettant de également de décider ces lang ges, E .garticulier, le probléme
de la reconnaissance pour les grammaires CF sera étudié en détail dans les %ﬁ%ﬁ?&{\p’res :
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xemples
nanches

Chapitre 5

Langages et grammaires hors-contexte

Dans ce chapitre, nous nous intéressons plus particuliéremenisggégrgmmaires et aux langages hors-contexte.
Rappelons que nous avons caractérisé ces grammaires a la mme étant des grammaires syn-
tagmatiques dont toutes les productions sont de la fotmew, avecA un non-terminal et. une séquence
guelconque de terminaux et non-terminaux. Autrement dit, une grammaire algébrique est une grammaire
pour laquelle il est toujours possible de récrire un non-terminal en cours de dérivation, quel que soit le
contexte (les symboles adjacents dans la proto-phrase) dans lequel il apparait.

Ce chapitre débute par la présentation, a la se%ﬁ%gﬁ%’amlﬁeisgrammaires CF exemplaires. Cette sec-

tion nous permettra également d’introduire les systémes de notation classiques pour ces grammaires. Nous
d(,éfin_issons ensuite la notior_\ de dérivation g_augh,e et ’gg%;ga%ﬁvg%;‘vsteig@f _%His discu_tons le pro_bléme de
I'équivalence entre grammaires et de I'ambiguité (se ) .3 Introduit enfin un certain

nombre de propriétés élémentaires des langages CF, qui nous permettent de mieux cerner la richesse (et la
complexité) de cette classe de langages. L'étude des grammaires CF, en particulier des algorithmes permet-
tant de traiter le probléme de la reconn iﬁga.g%p d’'une phrase par une grammaire, sera poursuivie dans les
chapitres suivants, en particulier au chagﬁ’rel

S|

5.1 Quelques exemples

5.1.1 Lagrammaire des déjeuners du dimanche

. ; L. rm.cfg.dimanches . . . .
Un exemple de grammaire hors-contexte est présenté a IaJ%Hblé%mma une illustration trés
simplifiée de I'utilisation de ces grammaires pour des applications de traitement du langage naturel. Cette
grammaire engendre un certain nombre d’énoncés du francais. Dans cette grammaire, les non-terminaux
sont en majuscule, les terminaux sont des mots du vocabulaire usuel. On utilise également dans cette gram-
maire le symbold pour exprimer une alternativeA — « | wv vaut pour les deux régled — u et
A— .

. . rm.cfg.dimanches .
Premiere remarque sur la grammaire de la t&]ﬂ—gnmﬁﬁt_de nombreuses regles de tybe- «,
qui servent simplement a introduire les symboles terminaux de la grammaire : les symboles apparaissant en
partie gauche de ces production sont appptésterminaux En changeant le vocabulaire utilisé dans ces
productions, on pourrait facilement obtenir une grammaire permettant d’engendrer des énoncés décrivant
d’autres aspects de la vie quotidienne. Il est important de réaliser que, du point de vue de leur construction
(de leur structure interne), les phrases ainsi obtenues resteraient identiques a ¢&lies de

. . rm.cfg.dimanches . PP .
En utilisant la grammaire de la ta%]; ong construit une premiere dérivation pour la phraseis boude,
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pr S -GN GV pis V — mange | sert

po GN — DET N pig V — donne

p3 GN —GNGNP pir V. — boude | s'ennuie
ps GN — NP pigs V — parle

ps GV =V pi9 V. — coupe | avale

ps GV —-VGN po V. —discute | gronde
pr GV -V GNP p21 NP — Louis | Paul

pgs GV —VGNGNP |pp NP — Marie| Sophie
pg GV =V GNPGNP |ps N — fille| maman

pio GNP — PP GN paa N — paternel | fils |
pn PP —dela pes N — wviande | soupe | salade
pi2 DET —lalle ps N — dessert| fromage | pain
pis DET — sa | son por  ADJ — petit | gentil
pia DET — un | une peg  ADJ — petite | gentille
TAB. 5.1 — La grammairé&’p des repas dominicaux grm.cfg.di

p p l%ab.cfg.louisboude
représentée dans la talile’:

S=qg, GN GV (parpy)
S=¢, NPGV (parps)
=q, Louis GV (parpa1)
=q, LouisV (parps)

=, Louis boude (parpiz)

TAB. 5.2 — Louis boude tab.cfg.lot

Il existe d’autres dérivations déouis boude, consistant a utiliser les productions dans un ordre diffé-

rent : par exemples avantpy, selon :S =g, GN GV =g, GN V =g, GN boude =¢,

NP boude =¢,, Louis boude. Ceci illustre une premiére propriété importante des grammaires hors
contexte : lors d’'une dérivation, il est possible d’appliquer les productions dans un ordre arbitraire. Notons
également qu'a la place deuis, on aurait pu utiliseM arie ou Paul, ou mémde fils boude et obtenir

une nouvelle phrase du langage : de nouveau, c’est la propriété d'indépendance au contexte qui s’exprime.
Ces exemples éclairent un peu la signification des noms de variaBl¥sdésigne les groupes nominaux,

GV les groupes verbaux... La premiére productiori:gedit simplement qu’une phrase est composée d’'un
groupe nominal (qui, le plus souvent, est le sujet) et d’'un groupe verbal (le verbe principal) de la phrase.

Cette grammaire permet également d’engendrer des énonceés plus complexes, comme par exemple :
le paternel sert le fromage

qui utilise une autre productiopd) pour dériver un groupe verbal{’) contenant un verbe et son complé-
ment d’objet direct.

La productionps est particuliére, puisqu’elle contient le méme symbole dans sa partie gauche et dans sa
partie droite. On dit d’'une production possédant cette propriété qu'ellé@stsive. Pour étre plus précis
p3 est récursive a gauche : le non-terminal en partie gauche de la production figure également en téte de la
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partie droite. Comme c’est I'élément le plus a gauche de la partie droite, on parle parois dauchede
la production.

Cette propriété des implique immédiatement que le langage engendréCharest infini, puisqu’on peut

créer des énoncés de longueur arbitraire par application itérée de cette régle, engendrant par exemple :

— le fils de Paul mange

— le fils de la fille de Paul mange

— le fils dela fille de la fille de Paul mange

— le fils dela fille de la fille ...de Paul mange

Il n'est pas immédiatement évident que cette propriété, a savoir qu'une grammaire contenant une regle
récursive engendre un langage infini, soit toujours vraie... Pensez, par exemple, a ce qui se passerait si
I'on avait une production récursive de type — A. En revanche, il est clair gu’'une telle production
risque de poser probléme pour engendrer de maniére systématique les phrases de la grammaire. Le pro-
bleme est d’éviter de tomber dans des dérivations interminables tellesipe=,, GN GNP =g,

GN GNP GNP =g, GN GNP GNP GNP....

Derniére remarque concernaft, : cette grammaire engendre des énoncés qui sont (du point de vue du
sens) ambigu. AinsLouis parle a la fille de Paul, qui peut exprimer soit une conversation ertre:is

etla fille de Paul, soit un échange concernaRtul entre Louis etla fille. En écrivant les diverses
dérivations de ces deux énoncés, vous pourrez constater que les deux sens correspondent & deux dérivations
employant des productions différentes pour construire un groupe verbal : la premiérepytilsseconde

P9-

5.1.2 Une grammaire pour le shell

Dans cette section, nous présentons des fraghtéute autre grammaire, celle qui décrit la syntaxe des
programmes pour l'interprételyash . Nous ferons dans la suite référence a cette grammaire sous le nom
deGp.

Un mot tout d’abord sur les notations : comme il est d'usage pour les langages informatiques, cette gram-
maire est exprimée en respectant les conventions initialement proposées par Backus et Naur pour décrire le
langage ALGOL 60. Ce systéme de notati pmc.igs.l%rsqmmaires est connu sous le BaokaleNaur Form

ou en abrégé BNF. Dans les regles de la t%iegs non-terminaux figurent entre crochets (<>) ; les non-
terminaux sont les autres chaines de caractére, certains caractéres spéciaux apparaissant entre apostrophes
les productions sont marquées par I'opératedr comme précédemment, les productions alternatives ayant
méme partie gauche sont séparées par le symphaleaqgue alternative figurant ici sur une ligne distincte.

L1z . . rm.cfg.bashl
Les éléments de base de la syntaxe sont les mots et les chiffres, définis danggmglei

Les deux premieres définitions sont des simples énumérations de terminaux définissant leslégtenes (),

puis les chiffres €digit> ). Le troisi€me non-terminaknumber> , introduit une figure récurrente dans

les grammaires informatiques : celle de la liste, ici une liste de chiffres. Une telle construction nécessite

deux productions :

— une production récursive (ici récursive a gauche) spécifie une liste comme une liste suivie d’'un nouvel
élément

— la seconde alternative achéve la récursion, en définissant la liste composée d’un unique chiffre.

g)e couple de réglg_%@%%gége dériver des :séqu_ences de%%%lfl&rqgn%grigraire, ,selo_r) des dérivations similaires

a celle de la table.4. Onreconnait dans la dérivation de la tableune derivation réguliere : le fragment de

G p réduit aux trois seules productions relatives aux nombres et d’axioom@ber> définit une grammaire

1Ces fragments sont extraits flearning the Bash Shell, de C. Newham et B. Rosenblatt, O’Reilly & associates, 1998, consul-
table en ligne a I'adressgtp://safari.oreilly.com
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<letter> : := alb|c|d|e|f|g|hliljk|l|m[n]o|p|a]r|s|t|ulv|w|x|y|z|
AlB|C|DIE|F|GIH|IFIKILIMINIOIPIQIR[SITIUIVIW[X]Y|Z

<digit> : := 0[1|2|3|4|5|6|7|8|9
<number> : := <number> <digit>
| <digit>
<word> : := <word> <letter>
| <word> '’
| <letter>
<word_list> : := <word_list> <word>
| <word>
TAB. 5.3 — Constructions élémentaires du bash grm.cfg.b:
<number> =, <number> 0
=G, <number> 10
=G, <number> 510
=Gp 3510
TAB. 5.4 — Dérivation du nombre 3510 tab.cfg.nu

réguliére et pourrait étre représenté sous la forme d’un automate fini. Le méme principe est a I'ceuvre pour
décrire les motssword> , par des listes de lettres ; ou encore les listes de moterg_list> ).

Une se a%ngegg%e remarquable et typique des langages de programmation apparait dans les productions de
la tablegS' =

<group_command> : = '{ <list> '}

<if_command> : := if <compound_list> then <compound_list> fi
| if <compound_list> then <compound_list> else <compound_list> fi
| if <compound_list> then <compound_list> <elif clause> fi

<elif_clause> : := elif <compound_list> then <compound_list>
| elif <compound_list> then <compound_list> else <compound_list>
| elif <compound_list> then <compound_list> <elif_clause>

TAB. 5.5 — Constructions avec parenthéese tab.cfg.ba

La définition du non-terminakgroup_command> fait apparaitre deux caractéres spéciappariés{

(ouvrant) et} (fermant) : dans la mesure ou cette production est la seule qui introduit ces symboles, il est
garanti qu'a chaque ouverture flecorrespondra une fermeture Heet ceci indépendamment du nombre

et du degré d’'imbrication de ces symboles. Inversement, si cette condition n’est pas satisfaite dans un pro-
gramme, une erreur de syntaxe sera détectee.

Le cas des constructions conditionnelles est similaire : trois constructions sont autorisées, correspondant
respectivement a la construction sans alternative (sifpihen ), construction alternative uniqué (-

then -else ), ou construction avec alternatives multiplas, {then -elif ...). Dans tous les cas toutefois,
chaque mot-cléf (ouvrant) doit s’apparier avec une occurrence motficlé(fermant), quel que soit le
contenu délimité par le non-termingtompound_list> . Les constructions parenthésées apparaissent,
sous de multiples formes, dans tous les langages de programmation. Sous leur forme la plus épurée, elles
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ftmost

correspondent a des Iangs%gqs rde la fosftt€, qui sont des langages hors-contexte, mais pas réguliers (cf.

la discussion de la sectin%ﬁz.zyg. :

5.2 Dérivations

Nous I'avons vu, une premiére caractéristique des grammaires CF est la multiplicité des dérivations pos-
sibles pour une méme phrase. Pour «neutraliser» cette source de variabilité, nous allons poser une conven-
tion permettant d’ordonner I'application des productions. Munis de cette convention, nous pourrons alors
introduire une représentation graphique des dérivations et définir les notion d’ambiguité et d’équivalence
entre grammaires.

5.2.1 Dérivation gauche

Définition 5.1 (Dérivation gauche) On appelledérivation gauched’'une grammaire hors-contexteé une
dérivation dans laquelle chaque étape récrit le non-terminal le plus a gauche de la proto-phrase courante.

ttab.cfg.louisboude

En guise d'illustration, considérons de nouveau la dérivatioh@es boude présentée dans la talile?
chaque étape récrivant le non-terminal le plus a gauche, cette dérivation est bien une dérivation gauche.

Un effort supplémentaire est toutefois requis pour rendre la notion de dérivation gauche complétement
opératoire. Imaginez, par exemple, que la grammaire contienne une régle dd typel. Cette regle
engendre une infinité de dérivations gauches équivalentes pour toute dérivation gauche cdntehagtie
occurrence de cette production peut étre répétée a volonté sans modifier la phrase engendrée. Pour achever
de spécifier la notion de dérivation gauche, on ne considérera dans la suite que des dérivations gauches
minimales c’est-a-dire qui sont telles que chaque étape de la dérivation produit une proto-phrase différente
de la précédente.

On noteraA :>LG u lorsqueu dérive deA par une dérivation gauche.

De maniére duale, on définit la notion de dérivation droite :

Définition 5.2 (Dérivation droite) On appelledérivation droite d’'une grammaire hors-context6 une
dérivation dans laquelle chaque étape de la dérivation récrit le terminal le plus a droite de la proto-phrase
courante.

Un premier résultat est alors énoncé dans le théoréme suivant, qui nous assure qu'il est justifié de ne s'inté-
resser qu’'aux seules dérivations gauches d’'une grammaire.

Théoréme 5.1 SoitG une grammaire CF d’axiom#, etu dans:* : S ='¢ u si et seulement & éLG U
(idem pourS :>RG u).

Preuve Un sens de l'implication est immmédiat : si une phrasse dérive par une dérivation gauche
depuisS, alorsu € L(G). Réciproquement, soit = u; ...u, Se dérivant de&' par une dérivation non-
gauche, soiB le premier non-terminal non-gauche récrit dans la dérivation @mar B — () et soitA le
non-terminal le plus a gauche de cette proto-phrase. La dérivatiors@erit :

S = ur ... u;Auj ... up By =¢ u1...uiAUj---uk57:>*G u
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La génération de impliqgue qu'a une étape ultérieure de la dérivation, le non-terminsg récrive (éven-
tuellement en plusieurs étapes) @ ...u;_;. Soit alorsA — « la premiére production impliquée dans
cette dérivation : il apparait qu’en appliquant cette production juste dant(, on obtient une nouvelle
dérivation deu depuisS, dans laquelled, qui est plus a gauche qug est récrit avant lui. En itérant ce pro-
cédé, on montre que toute dérivation non-gauche jpleut se transformer de proche en proche en dérivation
gauche dey, précisément ce qu'il fallait démontrer.

Attention : si I'on peut dériver par dérivation gauche tous les mots d’'un langage, on ne peut pas en dire
autant des proto-phrases. Il peut exister des proto-phrases qui ne sont pas accessibles par une dérivation
gauche : ce n'est pas génant, dans la mesure ou ces proto-phrases ne sont utilisées dans aucune dérivation
d’'un mot de la grammaire.

En utilisant ce résultat, il est possible de définir une relation d’équivalence sur I'ensemble des dérivations de
G : deux dérivations sont équivalentes si elles se transforment en une méme dérivation gauche. Il apparait
alors que ce qui caractérise une dérivation, ou plutdt une classe de dérivation, est partigheiéeendant

de l'ordre d’application des productions, et peut donc simplement étre résumé par I'ensEsitpeo-
ductions utilisées. Cet ensemble partiellement ordonné admet une expression mathématique (et visuelle) :
I'arbre de dérivation

5.2.2 Arbre de dérivation

Définition 5.3 (Arbre de dérivation) Un arbre A est unarbre de dérivatiordansG si et seulement si :

— tous les noeuds dé sont étiquetés par un symbole teu X

— laracine est étiquetée paff

— siun nceudh n'est pas une feuille et porte I'étiquettg, alors X € V

— sing,no...ni sont les fils der dans A, d’étiquettes respectiveX;... X, alors X — X;...X, est une
production deG.

Notons que cette définition n'impose pas que toutes les feuilles de I'arbre soient étiquetées par des termi-
naux : un arbre peut trés bien décrire une proto-phrase en cours de dérivation.

Pour passer de I'arbre de dérivation a la dérivation proprement dite, il suffit de reparcourir I'arbre de dériva-
tion en lisant les productions appliquées. La dérivation gauche s’obtient en effectuant un paréfixede

I'arbre, c’est-a-dire en visitant d’abord un noeud pére, puis tous ses fils de gauche a droite. D’autres parcours
fourniront d’autres dérivations.

Un arbre de dérivation (on parle aussi d'arbrardilyse d’'une phrase) correspondant a la produgti%p Iggel

la phrasePaul mange son fromage dans la grammaire des «dimanches» est représenté a Iah%gﬂ%e—
Les numéros des naeuds sont portés en indice des étiquettes correspondantes ; la numérotation adoptée cor-
respond a un parcours préfixe de I'arbre. Sur cette figure, on voit en particulier qu'il existe deux nceuds
étiguetész N, portant les indice8 et 8.

L'arbre de dérivation représente graphiquemestiactureassociée a une phrase du langage, de laquelle se
déduiralinterprétation a lui donner.

On appelleparsage (en anglaigarsing) d’'une phrase dans la grammaire le processus de construction du
ou des arbres de dérivation pour cette phrase, lorsqu’ils existent.

L'interprétation correspond a la signification de la phrase pour la grammaire des dimanches, a la valeur
du calcul dénoté par une expression arithmétique pour une grammaire de calculs, ou encore a la séquence

2Partiellement seulement : pour qu’un non-termidaoit dérivé, il faut qu'il est été préalablement produit par une production
qui le contient dans sa partie droite.
3Pas un ensemble au sens traditionnel : le nombre d’applications de chaque production importe.
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S,

N

GN, GV,
N
NP, V, GN,
/N
Paul , mange; DET, N,
son fromage »
FiG. 5.1 — L'arbre de dérivation dBaul mange son fromage I@

d’instructions élémentaires a effectuer dans le cadre d’'une grammaire représentant un langage informatique.
On appellesémantique d’'une phrase le résultat de son interprétation, et par extension la sémantique le
domaine (formel) traitant les problémes d’interprétat®a@mantique’oppose ainsi &yntaxiqueaussi bien

lorsque I'on parle de langage informatique ou de langage humain. On notera que dans les deux cas, il existe
des phrases syntaxiques qui n’ont pas de sens, cdmmeg, ou encorde dessert s’ ennuie Marie.

Notons que la structure associée a une phrase n’est pas nécessairement unique, comme le montre I'exemple
suivant. SoitiGg une gramma’rre:mdc’faxsiﬁ)rerSSum définissant des expressions arithmétiques simples en utili-
sant les productions de la talga' -

Sum —Sum + Sum | Number
Number—Number Digit | Digit
Digit —~0]1]2...]9

TAB. 5.6 — Une grammaire pour les sommes grm.cfg.st

. . . ; .. . [fig.cfg.ambiguit
Pour cette grammaire, I'expressi®r- 5 + 1 correspond a deux arbres d’analyse, représentés a Iahiﬁﬂrge A5

En remplacant 'opérateur, qui est associatif, par, qui ne I'est pas, on obtiendrait non seulement deux
analyses syntaxiques différentes de la phrase, mais également deux interprétations (résultats) différents :
dans un cas;1 dans l'autre. Ceci est facheux.

5.2.3 Ambiguité

Définition 5.4 (Ambiguité) Une grammaire est ambigué s'il existe une phrase admettant plusieurs dériva-
tions gauches différentes dans la grammaire.

De maniére équivalente, on peut dire qu'une grammaire est ambigué s'il existe une phrase qui admet plu-
sieurs arbres de dérivation.

. rm.cfg.ambiguit . L
La grammaire de la tab%. 7es% un egxem} ple de grammaire ambigué.
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Sum Sum
Sum + Sum Sum + Sum
| |
Number Number
Number + Number ‘ ‘ Number + Number

I I Digit Digit | I
Digit Digit ‘ ‘ Digit Digit

| | 1 3 | \

3 5 5 1

FiG. 5.2 — Deux arbres de dérivation d’'un méme calcul

fig.cfg.am

S — ASB | AB
A—aAl|A
B—bB|b

TAB. 5.7 — Une grammaire ambigué
S

Dans la grammaire de la taﬂ%@%%ﬁ%met ainsi plusieurs analyses, selon que I'on utilise ou

pas la premiére production de Cette grammaire engendrant un langage régulier (lequel ?), il est toutefois
élémentaire, en utilisant le procédé de transformation d’'un automate en grammaire réguliere, de construire
une grammaire non-ambigué qui reconnait ce langage. L'ambiguité est donc une propriété des grammaires.

Cette propriété contamine pourtant parfois méme les langages :

Définition 5.5 (Ambiguité (d’un langage)) Un langage hors-contexte est (intrinséquement) ambigu si toutes
les grammaires qui I'engendrent sont ambigués.

Un langage intrinsequement ambigu ne peut donc étre décrit par une grammaire non-ambigué. Un exemple
fameux est = L1 ULy = {a"b"c™}U{a™b"c"} : décrireL; demande d’introduire une récursion centrale,

pour apparier leg et lesb; L, demande également une régle exhibant une telle récursion, pour apparier
lesb et lesc. On peut montrer que pour toute grammaire hors-contexte engendrant ce langage, tout mot de
la formea™b™c™ aura une double interprétation, selon que I'on utilise le mécanisme d’appariementides

desb, ou celui qui contrble I'appariement degt desc.

Fort heureusement, les langages (informatiques) intrinséquement ambigus ne courent pas les rues : lorsque
I'on concoit un nouveau langage informatique, il suffit de se prémunir contre les ambiguités qui peuvent
conduire a des conflits d’'interprétation. Ainsi, les grammaires formelles utilisées pour les langages de pro-
grammation sont-elles explicitement congues pour limiter I'ambiguité d’analyse.

En revanche, lorsqu’on s’intéresse au langage naturel, 'ambiguité lexicale (un mot ayant plusieurs caté-
gories ou plusieurs sens) et syntaxique (une phrase avec plusieurs interprétations) sont des phénomenes
massifs et incontournables, qu'il faut donc savoir affronter avec les outils adéquats. Des techniques de par-
sage adaptées alag a’gg)r} et a la représentation compacte des ambiguités seront présentées dans le chapitr
consacré a la tabulatijmz -
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c.cfg.cfl

pumping

5.2.4 Equivalence

A travers la notion de dérivation gauche et d’arbre de dérivation, nous sommes en mesure de préciser les
différentes notions d’équivalence pouvant exister entre grammaires.

Définition 5.6 (Equivalence) Deux grammaire<y; et G sontéquivalentessi et seulement si elles en-
gendrent le méme langage. Si, de plus, pour tout mot du langage, les arbres de dérivatian ddrmans
G, sont identiques, on dit qu&; et G, sontfortement équivalentesDans le cas contraire, on dit qug;

et G, sontfaiblement équivalentes

Ces notions sont importantes puisque, on I'a vu, c’est I'arbre de dérivation qui permet d’interpréter le sens
d’un énoncé : transformer une grammai¥e en une autre grammair@, qui reconnait le méme langage

est utile, mais il est encore plus utile de pouvoir le faia®s avoir a changer les interprétatiors défaut,

il faudra se résoudre a utiliser des mécanismes permettant de reconstruire les arbres de dérivation de la
grammaire initiale a partir de ceux de la grammaire transformée.

5.3 Leslangages hors-contexte

5.3.1 Lelemme de pompage

Bien que se prétant a de multiples applications pratiques, les grammaires algébriques sont intrinsequement
limitées dans la structure des mots qu’elles engendrent. Pour mieux appréhender la nature de cette limitation,
nous allons introduire quelques notions nouvelless 85t un symbole terminal d’'un arbre de dérivation

d’'une grammaire=, on appelldignéede a la séquence de régles utilisée pour produir& partir des.

Chaque élément de la lignée est une péite), ou P est une production, étl'indice dans la parti rdrggit.gnbn

de P de I'ancétre dex. Considérant de nouveau la grammaire pour le langég® (présentée pa(%) e%

une dérivation deaabbb dans cette grammaire, la lignée du secartk aaabbb correspond a la séquence

(S — aSb,2), (S — aSh,1).

On dit alors qu’un symbole estiginal si tous les couple§P, i) qui constituent sa lignée sont différents.
Contrairement au premier et au secande aaabbb, le troisiemen n'est pas original, puisque sa lignée est
(S — aSh,2), (S — aSh,2), (S — aSh, 1). Par extension, un mot est ditiginal si tous les symboles qui
le composent sont originaux.

Le résultat intéressant est alors qu'une grammaire algébrique, méme lorsqu’elle engendre un nombre infini
de phrases, ne peut produire’un nombre fini de phrases originaldsn effet, puisqu’il n’y a qu’'un nombre

fini de productions, chacune contenant un nombre fini de symboles dans sa partie droite, chaque symbole
terminal ne peut avoir qu’un nombre fini de lignées différentes. Les symboles étant en nombre fini, il existe
donc une longueur maximale pour une phrase originale et donc un nombre fini de phrases originales.

A quoi ressemblent alors les phrases non-originales ?s3gie telle phrase, elle contient nécessairement
un symbolez, qui, étant non-original, contient deux fois le méme anc@tre). La dérivation compléte de
s pourra donc s’écrire :

S =a uwAy = wAry =S¢ wwey

ouu,v,w,x,y sont des séquences de terminaux, la séquencentenant le symbole. Il est alors facile

de déduire de nouvelles phrases engendrées par la grammaire, en rempldgantst une dérivation
possible deA) par vwz qui est une autre dérivation possible de Ce processus peut méme étre itéré,
permettant de construire un nombre infini de nouvelles phrases, toutes non-originales, et qui sont de la
forme :uv™wz™z. Ces considérations nous aménent a un théoréme caractérisant de maniére précise cette
limitation des grammaires algébriques.
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Théoréme 5.2 (Lemme de pompage pour les CFG$i G est une grammaire CF engendrant un langage
infini, alors il existe un entiek tel que tout mot engendrée pa€:, de longueur supérieure & se décom-
pose en cinq parties,v,w,x,y, avecvx # ¢ et telles que pour tout, uv™wax™y est également engendré par
G.

Une partie de la démonstration de ce résultat découle directement des observations précéde(®s : si
est effectivement infini, alors il existe nécessairement unsm#nsL(G) plus long que le plus long mot
original : ce mot étant non-original, la décomposition précédente en cing facteurs, dont deux sont simul-
tanément itérables, s’applique immédiatement. Les conditions suppléméntairgse) découlent en fait
directement de l'infinitude d&(G).

Une application de ce résultat est la preuve u&"c",n > 1} n'est pas un langage hors-contexte. En
effet, supposons qu'il le soit et considérons un mstiffisamment long de de ce langage. Décomposons
enuvwaxy, et notong,, = wv"wz"y. v etz ne peuvent contenir qu’un seul des trois symboles de I'alphabet,
sans quoi leur répétition aboutirait & des mots ne respectant pas le séquencement imposéa tuastes

tous lesb avant tous leg. Pourtant, en faisant croitre on augmente simultanément, dapsle nombre

dea, deb et dec dans des proportions identiques : ceci n'est pas possible puisque seuls deux des trois
symboles sont concernés par I'exponentiation ééx. Cette contradiction prouve que ce langage n’est pas
hors-contexte.

g:|_cf|_0p 5.3.2 Opérations sur les langages hors-contexte

Dans cette section, nous étudions les propriétés de clﬁttfsrseeg%grrég%gangages hors-contexte, d’'une maniéere
similaire & celle conduite pour les reconnaissables a la seé€tioh

Une premiére série de résultat est établie par le théoréme suivant :
Théoreme 5.3 (Cléture) Les langages hors-contextes sont clos pour les opérations rationnelles.

Pour les trois opérations, une construction simple permet d’établir ce résultat. Si, ed-efégt7o sont

définies par G; = (V1,%41, 51, P1) etGe = (Va, X9, So, P,), on vérifie simplement que :

- G=WVUWVU{S}H 31 UX, S, PLUP,U{S — 51,5 — S2}) engendre exactemeh U Lo.

- G=WVUVWU{S} 31 UX, S, PUP,U{S — 5152}) engendre exactemehy Lo.

- G=WVU{S},%1,S, PU{S— S51,5 — €}) engendre exactemenht.

En revanche, contrairement aux langages rationnels/reconnaissables, les langages algébriques ne sont pas
clos pour l'intersection. Soient en effét; = {a"b’c™} et Ly = {a™b"c"} : ce sont clairement deux
langages hors-contexte dont nous avons montré plus haut que leur intersectidy, N Ly = {a™b"c"},

n‘est pas un langage hors contexte. Un corollaire (déduit par application directe de la loi de Wesjan

gue les langages hors-contexte ne sont pas clos par complémentation.

. . , , L. . . [sec.pda.det
Pour conclure cette section, ajoutons un résultat qgue nous ne démontrons pas ICi (mals a la.sgction

Théoreme 5.4 L'intersection d’'un langage régulier et d’'un langage hors-contexte est un langage hors-
contexte.

bility 5.3.3 Problemes décidables et indécidables

Dans cette section, nous présentons sommairement les principaux résultats de décidabilité concernant les
grammaires et langages hors-contexte. Cette panoplie de nouveaux résultats vient enrichir le seul dont nous

‘Rappelons L, N Ly = L1 U L.
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disposons pour l'instant, & savoir que les langages hors-contexte sont récursifs et qu'en conséquence, il
existe des algorithmes permettant de décider si ununal>* est, ou non, engendré parCHQea%amméire
Nous aurons I'occasion de revenir longuement sur ces algorithmes, notamment au %ﬁ apitre

Nous commencons par un résultat positif, qui s’énonce comme :

Théoreme 5.511 existe un algorithme permettant de déterminer si une grammaire hors-contexte engendre
un langage vide.

La preuve exploiggegréffaiantljr}nargument analogue a celui utilisé dans notre démonstration du lemme de
pompage (sectioﬁﬁ(%g‘fmre un arbre de dérivation hypothétique quelconque de la grammaire,
engendrantv. Supposons qu’un chemin contienne plusieurs fois le méme non-termijaaix nceuds; et

ne, le premier dominant le second); domine le facteutv,, no dominews ; on peut remplacer dans la

partie correspondantiy, par celle correspondant&. Donc, s'il existe un mot dans le langage engendré, il

en existera également un qui soit tel que le méme non-terminal n'apparait jamais deux fois dans un chemin.
Dans la mesure ou les non-terminaux sont en nombre fini, il existe un nombre fini de tels arbres. |l suffit
alors de les énumérer et de vérifier s’il en existe un dont la frontiére ne contient que des terminaux : si la
réponse est oui, alos(G) est non-vide, sinon,(G) est vide.

Théoréme 5.6 1l existe un algorithme permettant de déterminer si une grammaire hors-contexte engendre
un langage infini.

Lidée de la démonstration repose sur I’observatiogeglﬁifvargtg 18 res élimination des productions inutiles,
des productions epsilon et des cycles (voir la sedfio, il est possible d’énumérer tous les arbres de

profondeur bornée : si on ne trouve jamais deux fois le méme non terminal sur une branche, le langage est
fini; sinon il est infini.
Ces résultats sont les seuls résultats positifs pour les grammaires CF, puisqu'il est possible de prouver les
résultats négatifs suivants :
— il n'existe pas d’algorithme pour décider si deux grammaires sont équivalentes (rappelons : la preuve du
résultat (positif) obtenu pour les langages rationnels utilisait la cl6ture par intersection de ces langages) ;
— il n’existe pas d’algorithme pour décider si le langage engendré par une grammaiee3Finclus dans
le langage engendré une grammaire@F
— il nexiste pas d’algorithme pour décider si une grammaire CF engendre en fait un langage régulier;
— il nexiste pas d'algorithme pour décider si une grammaire est ambigué.
Les preuves de ces assertions, ainsi que des résultats complémentaires concernant .I(;chécidabilité de pro-
blemes algorithmiques pour les grammaires et langages CF sont présentés au WQMWS de ces
résultats, nous pouvons maintenant aborder le probléme de la reconnaissance des mots engendrés par une
grammaire CF, qui fait I'objet des chapitres suivants.
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Chapitre 6

Introduction au parsage de grammaires
hors-contexte

Dans ce chapitre, nous présentons les principales difficultés algorithmiques que pose I'analyse de gram-
maires hors-contexte. Il existe, en fait, trois tAches distinctes que I'on souhaiterait effectuer a I'aide d’'une
grammaire : lareconnaissangequi correspond au calcul de I'appartenance d'une phrase a un langage;
I'analyse (ou leparsag@, qui correspond au listage de tous les arbres d’analyse possibles pour un énoncé;
la génération qui correspond a la production de toutes les phrases du langage décrit par une grammaire.
Dans la suite de ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu’aux deux premiéres de ces taches.

Les langages hors-contextes étant une sous classes des langages récursifs, nous savons qu'il existe des
algorithmes permettant d’accomplir la tache de reconnaissance. En fait, il en existe de multiples, qui, essen-
tiellement se raménent tous a deux grands types : les analyasmasdantgt les analyseurdescendants

Comme expliqué dans la suite, toute la difficulté pour les analyseurs consiste a affronter le non-déterminisme
inhérent aux langages hors-contexte de maniére a :

— éviter de perdre son temps dans des impasses;

— eviter de refaire deux fois les mémes calculs. sec.anl.araph

Ce chapitre est organisé comme suit : daencs_alrﬂ e%t‘rWJgs_gTeTentons I'espace de recherche du parsage;

nous présentons ensuite dans les sec%ﬁsat %F es sl%rategies ascendantes et descendantes, ainsi que

les progtl:ﬁgwgds gue pose la mise en ceuvre de telles stratégies. Cette étude des analyseurs se poursuit au
chapitre/, ou nous&l%éanntons des analyseurs déterministes, utilisables pour certains types de grammaires;;
ainsi qu'au chapitré,—ogmus étudions des techniques de normalisation des grammaires, visant a simplifier
'analyse, ou & se prémunir con;[;rh%Qeg,aconfigurations indésirables. L'approfondissement de ces techniques
fait également I'objet des 9% ?;b@%‘ﬁ@:ré plus particulierement au parsage des grammaires de langages
informatiques et au chapitE@, consacré a I'analyse de langages «naturels».

L, R . . . Grune90a
Une référence extrémement riche et compléte pour aborder les questions de paA@gmes‘aTnd Jacob,
1990.

6.1 Graphe de recherche

Un point de vue général sur la question de la reconnaissance est donné par la considération=syivante.
définit une relation binaire sur les séquencegides X)* ; comme toute relation binaire, cette relation se
représente par un graphe dont les sommets sont les séqueréés/de* et dans lequel un arc devers

g indique quen = 3. On appelle ce grapHe graphe de la grammairé&’. Ce graphe est bien sar infini
dés lors qud.(G) est infini; il est en revanchiecalement finisignifiant que tout sommet a un nombre fini
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de voisins.

La question a laguelle un algorithme de reconnaissance doit répondre est alors la suivante : existe-t-il dans
ce graphe un chemin du noedvers le nceud: ? Un premier indice : s'il en existe un, il en existe né-
cessairement plusieurs, correspondant a plusieurs dérivations différentes réductibles a une méme dérivation
gauche. Il n’est donc pas nécessaire d’explorer tout le graphe.

Pour répondre plus complétement a cette question, il existe deux grandes manieres de procéder : construire
et explorer de proche en proche les voisinsSden espérant rencontrer: ce sont les approches dites
descendantesou bien inversement construire et explorer les voislas, en essayant de «remonter» vers

S : on appelle ces approchascendantedDans les deux cas, si I'on prend soin, au cours de I'exploration,

de se rappeller des différentes étapes du chemin, on sera alors a méme de reconstruire un arbre de dérivation
deuw.

Ces deux approches, ascendantes et descendantes, sont explicitées dans les sections qui suivent, dans les
guelles on essayera également de suggérer que ce probléme admet une implantation algorithmique polyn6-
miale : dans tous les cas, c'est-a-dire que la reconnaissancel€mande un nombre d’étapes borné par
k|u|P.

Le second probleme intéressant est celui de I'analyse, c’est-a-dire de la construction de tous les arbres de
dérivations de: dansG. Pour le résoudre, il importe non seulement de déterminer non pas un chemin, mais
tous les chemirtt les arbres de dérivation correspondants. Nous le verrons, cette recherche exhaustive peut
demander, dans les cas ou la grammaire est ambigué&, a un temps de traitement exponentiel par rapport a la
longueur deu. En effet, dans une grammaire ambigué, il peut exister un nombre exponentiel d’arbres de
dérivations, dont '’énumération demandera nécessairement un temps de traitement exponentiel.

6.2 Reconnaissance ascendante

)z . . . grm.cfg.dimanches L.
Supposons qu'étant donnée la grammaire des repas dominicaux (cf. la ffageus soyons confrontés a

la phrase e fils mange sa soupe. Comment faire alors pour :

— vérifier que la phrase appartient au langage engendré par la grammaire ?

— lui assigner, dans le cas ou la réponse est positive, une (ou plusieurs) structure(s) arborée(s) ?

Une premiere idée d’exploration nous est donnée par I'algorithme suivant, qui, partant des mots de la phrase,
va chercher a «inverser» les régles de production pour parvenir a récrire le symbole initial de la grammaire :
chaque étape de l'algorithme vise a réduire la taille d’'une proto-phrase courante, en substituant la partie
droite d'une production par sa partie gauche. Dans I'algorithme présenté ci-dessous, cette réduction se fait
par la gauche : on cherche arécrire la proto-phrase courante en commengcant par les symboles qui se trouvent
le plus a gauche : a chaque étape, il s’agit donc d’identifier, en commencant par la gauche, une partie droite
de regle. Lorsqu’une telle partie droite est trouvée, on la remplace par la partie gauche correspondante et
on continue. Si on ne peut trouver une telle partie droite, il faut remettre en cause une régle précédemment
appliquée (par retour en arrieére) et reprendre la recherche en explorant un autre chemin. Cette recherche
s’arréte lorsque la proto-phrase courante ne contient plus comme unique symbole que l:gxiome

Une trace de I'exécution de cet algorithme est donnée ci-dessous, apres que la proto-phrasencaéténte

initialisée avede fils mange sa soupe :

1. on remplacde par la partie gauche de larédle = DET. « = DET file mange sa soupe.

2. on essaie de remplac®ET en le trouvant comme partie droite. Echec. |dem pbBHTT fils, DET fils
mange...

3. on récritfils : N. « =DET N mange sa soupe.

En renversant l'orientation des arcs.
2En fait, seulement ceux qui correspondent & une dérivation gauche.
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4. on essaie de remplacBET en le trouvant comme partie droite. Echec.

5. on récritDET N : GN. « =GN mange sa soupe.

6. on essaie de remplacéiN en le trouvant comme partie droite. Echec. Idem p@Nrmange, GN mange
sa...

7. on récritmange : V. « =GN V sa soupe.

8. on essaie de remplacé&iN en le trouvant comme partie droite. Echec. |dem pGNrV, GN V sa...

9. onrécritV : GV. a« =GN GV sa soupe.

10. on essaie de remplacéiN en le trouvant comme partie droite. Echec.

11. on récritGN GV : S. o =S sa soupe.

12. on essaie de remplac8ren le trouvant comme partie droite. Echec. Idem ki, S sa soupe.

13. on récritsa : DET. Résultat S DET soupe.

14. on essaie de remplac8ren le trouvant comme partie droite. Echec. I[dem gIET, S DET soupe.

15. on essaie de remplacBPET en le trouvant comme partie droite. Echec. Idem pgoEBT soupe.

16. on remplaceoupe parN. o =S DET N.

17. on essaie de remplacg&ren le trouvant comme partie droite. Echec. Idem @IET, S DET GN.

18. on essaie de remplacBET en le trouvant comme partie droite. Echec.

19. on remplaceET N parGN. a =S GN.

20. on essaie de remplac8ren le trouvant comme partie droite. Echec.

21. on essaie de remplacSrGN en le trouvant comme partie droite. Echec. On est bloqué : on fait un
retour arriére jusqu’en [11f = GN GV sa soupe.

.. .on va d’abord parcourir entierement le choix apfé jusqu’aGN GV GN. Nouvelle impasse. Donc on
revient en arriere en [8]. Et on recommence...

.. t6t ou tard, on devrait finalement parvenir uEfs bon)ne solution.
al .gn .ou

Cette stratégie est mise en ceuvre par l'algorit

3.anl.bup Algorithm 2 Parsage ascendant en profondeur d’abord

/l'la fonction principale egtulrp : bottom-up left-right parsing
Il o contient la proto-phrase courante
bulrp ()
begin

if (o = 9) then return(true) fi

fori:=1to |a| do

for j :=ito |a| do
E(HA_’O[ZO[J)
then
if (bultp(oy ... ;i—1Aqj41 ... o) = true) then return(true) fi

od
od
return (false)
end

La procédure détaillée dans I’algorithljﬁlg:'(a)nrlrg—g?mind a la mise en ceuvre d’'une stratégieendantéen
anglaisbottom-up, signifiant que I'on cherche a construire I'arbre de dérivation depuis le bas (les feuilles)

vers le haut Qla raf:bne (" de l'arbre), donc depuis les symboles ders S. La stratégie mise en ceuvre par
Ialgorlthmeb%m‘t)e—é explorer le graphe de la grammainegprofondeur d’abordChaque branche est
explorée de maniére successive ; a chaque échec (lorsque toutes les parties droites possibles ont été succes:
sivement envisagées), les choix précédents sont remis en cause et des chemins alternatifs sont visités. Seules
quelques branches de cet arbre meneront finalement & une solution. Notez qu'il est possible d’améliorer un
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peuburlp pour ne considérer que des dérivations droites. Comment faudrait-il modifier cette fonction pour
opérer une telle optimisation ?

Comme en témoigne I'aspect un peu répétitif de la simulation précédente, cette stratégie conduit a répéter
de nomt&reu es fois Iqﬁs mémes tests, et a reconstruire en de multiples occasions les mémes constituants (voir

. ig.anl.bupsearc
la figurel6.T).
ma soeur mange sa soupe
DET soeur mange sa soupe ma N soeur sa soupe ma soeur V sa soupe ma soeur mange DET soupe
DET N mange sa soupe ma N V sa soupe ma N mange DET soupe ma N mange sa N

|

DET N mange DET soupe

FIG. 6.1 — Recherche ascendante fig.anl.buy

L'activité principale de ce type d’algorithme consiste a chercher, dans la proto-phrase courante, une sé-
guence pouvant correspondre a la partie droite d’une régle. L'alternative que cette stratégie d’analyse conduit
a évaluer consiste a choisir entre remplacer une partie droite identifiée par le non-terminal correspondant
(étape deéduction en anglaisreduce), ou bien différer la réduction et essayer d'étendre la partie droite

en considérant des symboles supplémentaires (éfeptension on dit aussidécalage en anglaisshift).

Ainsi les étapes de réduction 9 et 11 dans I'exemple précédent conduisent-elles a une impasse, amenant a
les remplacer par des étapes d'extension, qui vont permettre dans notre cas de construire I'objet direct du
verbe avant d’entreprendre les bonnes réductions. Comme on peut le voir dans cet exemple, I'efficacité de
I'approche repose sur la capacité de I'analyseur a prendre les bonnes déaisifinsu(reduce) au bon
moment. A cet effet, il est possible de précalculer un certain nombre de tables auxiliaires, qui permettront
de mémoriser le fait que par exempirange attend un complément, et que donc il ne faut pas r;;g%ﬁ_ige"
avant d’avoir trouvé ce complément. Cette intuition sera formalisée dans le chapitre suivant, a | ction

La statégie naive conduit a une analyse exponentielle en fonction de la longueur de I'entrée. Fort heureuse-
ment, il existe des techniques éprouvées, consistant a stocker les résultats intermédiaires dans des tableaux,
qui perme tent g'aboutir a une complexité polynomiale. Ces technigues sont en particulier présentées dans
le chapitrellZ.

Notez pour conclure que, dans notre exemple, la stratégie mise en ceuvre termine, ce qui ne serait pas le
cas si hotre grammaire était moins «propre». L'analyse ascendante est prise en défaut par des régles du type
X — X, ou par des cycles de production de type- Y, Y — X, qui conduisent a effectuer (indéfiniment!)
des séries de réductions «steériles», c’est-a-dire des réductions qui laissent inchangée la longueur de la proto-
phrase courante. Des problémes sérieux se posent également axpcddactions, qui sont susceptibles
de s’appliguer a toutes les étapes de I'algorithme. La «grammaire des dimanches» n’en comporte pas, mais

de telles régles ne sont pas rares dans les grammaires réelles.
ec.nf.prophylax

Avant de montrer qu'il est, en théorie, possible de se prémunir contre de telles horreurs (voir Iaﬁﬁﬁtlon
il est important de noter que cette stratégie s’accompagne de multiples variantes, consistant par exemple a
effectuer I'exploratioren largeur d’abord ou de droite a gauche, ou simultanément dans les deux sens...

Donnons lintuition de ce que donnerait une exploration en largeur d’abord : d’'une maniére générale, ce
type de recherche correspond a la poursuite en paralléle d’'un ensemble de chemins possibles. L'algorithme
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est initialisé avec une seule proto-phrase, qui est la phrase a analyser. A chaque étape, un nouvel ensemble
de proto-phrases est considéré, auxquelles sont appliquées toutes les réductions possibles, donnant lieu a un
nouvel ensemble de proto-phrases. Si cet ensemble cofitientarréte ; sinon la procédure est répétée. En

guise d'application, écrivez sur le modéle de I'algorithme précédent une procédure mettant en application
cette approche.

6.3 Reconnaissance descendante

Une seconde stratégie de recherche consiste a procéder de nieséeadantec’est-a-dire a partir de

I'axiome de la grammaire pour tenter d’engendrer I'énoncé a analyser. Les impasses de cette recherche sont
détectées en confrontant des préfixes terminaux de la proto-phrase courante avec les mots de la phrase a ana-
lyser. Comme précédemment, dans une recherche en profondeur d’abord, les situations d'échecs conduisent
a remettre en cause les choix précédemment effectués ; une recherche en largeur d’abord conduit a dévelop-
per simultanément plusieurs proto-phrases. La recherche s’arréte lorsque la proto-phrase dérivée depuis
est identique a la phrase qu'il fallait analyser.

Simulons, par exemple, le fonctionnement d’un analyseur en profondeur d’abord :
S

. GNGV

. DET NGV

. la N GV. Echec : la phrase commence parpas pala. On revient aDET N GV

. leNGYV.

. le fille GV. Nouvel écheax =le N GV

ouhwWN R

7. le fils GV.

.. lefils V.

.. le fils boude. Echecx =le fils V

.. le fils s’ennuie. Echeca =le fils V

.. le fils mange. Il reste des mots non-analysés dans I'entrée, mais la proto-phrase ne contient plus de
non-terminaux. Echec et retour en [7.]

Algorithmiquement, cette stratégie d’analyse correspond a une boucle dans laquelle I'analyseur examine le
non-terminal le plus a gauche de la proto-phrase courante et essaie de le dériver tout en restant compatible
avec I'énoncé d’entrée. Cet analyseur construit donc des dérivations gauches. Son activité alterne des étapes
deprédiction(en anglaigprediction) d’'un symbole terminal ou non-terminal et des étagiappariemen{en
anglaismatching des terminaux prédits avec les mots de I'entrée. Pour cette raison, le qg}rséar%%descendant
est souvent qualifié derédictif. Le pseudo-code d’'un tel analyseur est donné dans I'algorithme

Une implantation classique de cette stratégie représestaus la forme d’'ungile de laquelle est exclu

le préfixe terminaku; ... u; : @ chaque étape il s'agit de dépiler le non-termidaén téte de la pile, et
d’empiler a la place un suffixe de la partie droite correspondasjteaprés avoir vérifie que I'(éventuel)
préfixe terminal des (u.x+1 - - - ux + 1) était effectivement compatible avec la partie non-encore analysée
deuw.

Pour que cette stratégie soit efficace, il est possible de précalculer dans des tables I'ensemble des termi-
naux qui peuvent dé%q@_g#’g&gg@igg d’'un non-terminal. En effet, considérons de nouveau la grammaire
dominicale de la tabl®.1: cette grammaire posséde également les productions suiveéhtes; NP,

NP — Louis, NP — Paul, correspondant a des noms propres. A I'étape 2 du parcours précédent, I'algo-
rithme pourrait étre (inutilement) conduit a prédire un constituant de catéyydriealors méme gu'aucun

nom propre ne peut débuter gdayqui est le premier mot de phrase a analyser. Cette intuition est formalisée
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Algorithm 3 Parsage descendant en profondeur d’abord

/I la fonction principale estdirp : top-down left-right parsing
I/l o est la protophrase courantel’entrée a reconnaitre
tdlrp (o, w)
begin
if (a« = u) then return(true) fi
o =uj... . upAy
while (34 ~ 3) do
(6 = ugy1...upid) avecs = eoud = A. ..
if (tdlrp(uy ... ugy197y) = true) then return(true) fi

od
return (false)
end

. , , sec.dp.ll
dans les analyseurs LL, qui sont présentés dans la s&cﬂbnl

Dans 'optique d’'une stratégie de reconnaissace descendante, notre grammaire possede un vice de forme ma-
nifeste, a savoir la producticAN — GN GN P, qui est récursive a gauche : lorsque cette production est
considérée, elle insére en téte de la proto-phrase courante un nouveau s¥ivhajei & son tour peut étre
remplacé par un nouve&e/V, conduisant & un accroissement indéfinnd®ans le cas présent, la récursi-

vité gauche est relativement simple a éliminer. Il existe des configurations plus complexes, dans lesquelles
cette récursivité gauche résulte non-pas d’clfjrée rr}*‘agle unigue mais d'une séquence de régles, comme dans :
S — Aa, A — S .On trouvera au chapitlbﬂ%présentation des algorithmes permettant d’éliminer ce

type de récursion.

Notons, pour finir, que nous avons esquissé ci-dessus les principales étapes d’'une stratégie descendante
en profondeur d’abord. Il est tout aussi possible d’envisager une stratégie en largeur d’abord, consistant a
conduire de front I'examen de plusieurs proto-phrases. L'écriture d’un algorithme mettant en ceuvre cette
stratégie est laissée en exercice.

6.4 Conclusion provisoire

Nous avons, dans ce chapitre, défini les premiéres notions nécessaires a I'étude des algorithmes d’analyse
pour les grammaires algébriques. Les points de vue sur ces algorithmes different tres sensiblement suivant
les domaines d’application :

— dans le cas des langages informatiques, les mots (des programmes, des document structurés) sont longs,
voire trés longs ; 'ambiguité est a proscrire, pouvant conduire a des conflits d’interprétation. Les algo-
rithmes de vérification syntaxique doivent donc avoir une faible complexité (idéalement une complexité
linéaire en fonction de la taille de I'entrée) ; il suffit par ailleurs en général de proijhcl.rjlige_éme analyse et une
seule. Les algorithmes qui répondent a ce cahier des charges sont présentés al/chapitre

— dans le cas des langues naturelles, I'ambiguité est une des données du probleme, qu’il faut savoir contr6-
ler. Les phrases étant courtes, une complexité supérieure (polyndmiale, de faible degré) pour I'analyse
est supportable. On peut montrer qu’'a l'aide de techniques de programmation dynamique, consistant a
sauvegarder dans des tables les fragments d’analyse réalisés, il est possible de parvenir a une complexité
enO(n?) pour construire d’un seul coup tous les arbres d’analyse. Leur énumération exhaustive conserve
une corg&laex_lté exponentielle. Ces algorithmes seront présentés dans le chapitre consacré au parsage
tabulair
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Quel que soit le contexte, les algorithmes de parsage bénéficient toujours d’'une étape de prétraitement et
de normalisation de la grammaire, visant en particulier a éviter les configurations problématiques (cycles

et e-production pour les analyseurs asc &%a.r}]tfs; récursions gauches pour les analyseurs descendants). Ces
pré-traitement sont exposés dans le cha%[rel
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Chapitre 7

Introduction aux analyseurs déterministes

Dans ce chapitre, nous présentons deux stratégies d’analyse pour les grammairCf?ah%rrﬁ-contexte, qui toutes
les deux visent a produire des analyseurs déterministes. Comme présenté au zh%mﬁsage peut

étre vu comme l'exploration d’'un graphe de recherche. L'exploration est rendue colteuse par I'existence de
ramifications dans le graphe, correspondant a des chemins alternatifs : ceci se produit, pour les analyseurs
descendants, lorsque le gggrgri]ﬂalrlaler]plus a gauche de la protophrase courante se récrit de plusieurs maniéeres
différentes (voir la sectio%jTD%rgnmlternatives nécessitent de mettre en ceuvre des stratégies de retour
arriére (recherche en profondeur d’abord) ou de pouvoir explorer plusieurs chemins en paralléle (recherche
en largeur d’abord).

Les stratégies d’'analyse présentées dans ce chapitre visent a éviter au maximum les circonstances dans
lesquelles I'analyseur explore inutilement une branche de l'arbre de recherche (en profondeur d’abord)
ou dans lesquelles il conserve inutilement une analyse dans la liste des analyses alternatives (en largeur
d’abord). A cet effet, ces stratégies mettent en ceuvre des techniques de pré-traitement de la grammaire,
cherchant a identifier par avance les productions qui conduiront a des chemins alternatifs ; ainsi que des
contréles permettant de choisir sans hésiter la bonne ramification. Lorsque de tels contrbles existent, il
devient possible de construire des analysdétsrministesc’est-a-dire des analyseurs capables de toujours

faire le bon choix. Ces analyseurs sont algorithmiquement efficaces, en ce sens qu'il conduisent a une
complexité d’analysénéaire par rapport a la longueur de I'entrée.

. lsec.dp.Jl . . L.
La sec'uor*?.l p'resente la mise en application de ce programme, pour les stratégies d’analyse descendantes,
conduisant a la famille d’analyseurs prédictifs LL. La sechﬁﬁsglhteresse a la construction d’analyseurs
ascendants, connus sous le nom d’analyseurs LR, et présente les analyseurs les plus simples de cette famille.

7.1 Analyseurs LL

Nous commencons par étudier les grammaires qui se prétent le mieux a des analyses descendantes et dé-
rivons un premier algorithme d'analyse pour les grammaires SLL(1). Nous généralisons ensuite cette ap-
proche en introduisant les grammaires LL(1), ainsi que les algorithmes d'analyse correspondants.

7.1.1 Une intuition simple
Comme expliqué a la secti@n3, les analyseurs descendants essayent de construire de proche en proche une

dérivation gauche de la phrage&l analyser : partant dg, il s’agit d’aboutir, par des récritures successives
de la (ou des) protophrase(s) courantes, & chaque étape de I'algorithme, le non-terminle plus a
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gauche est récrit pat — «, conduisant a I'exploration d’une nouvelle branche dans I'arbre de recherche.

Deux cas de figure sont alors possibles :

— (i) soit o débute par au moins un terminal : dans ce cas onipgugdiatementérifier si la protophrase
courante est compatible avec la phrase a analyser et, le cas échéant, revenir sur le choix de la production
A — «a. C’est ce que nous avons appelé la prdiappariemment

— (ii) soit o débute par un non-terminal (ou est vide) : dans ce cas, il faudra continuer de développer la
protophrase courante pour valider la production choisie et diféer la validation de ce choix.

Un premiére maniére de simplifier la tdche des analyseurs consiste a éviter d’'utiliser dans la grammaire les

productions de type (ii) : ainsi I'analyseur pourra toujours immédiatement vérifier le bien-fondé des choix

effectués, lui évitant de partir dans I'exploration d’un cul-de-sac.

Ceci n’élimine toutefois pas toute source de non-détermisme : s'il existe un non-tednapparaissant
dans deux productions de type d)— ac et A — af, alors il faudra quand méme considérer (en série ou
en paralléle) plusieurs chemins alternatifs.

o . L. . . . rm.dp.shell0 . B
Considérons, a titre d’exemple, le fragment de grammaire présenté dans i%.nébﬁette grammaire pre-
sente la particularité de ne contenir que des productions de type (i) ; de plus, les coins gauches des produc-
tions associées a ce terminal sont toutes différentes.

S—if (B)then{I}
S —while (B){ I}
S —do{I}until (B)
B — false | true

I— ...

TaB. 7.1 — Fragments d’un langage de commande grm.dp.sh

Il est clair qu’un analyseur trés simple peut étre envisagé, au moins pour explorer sans hésitation (on dit
aussi :déterministiquemeptes dérivations dé& : soit le premier symbole & apparier est le motigiget il

faut appliquer la premiére production; soit c'astile et il faut appliquer la seconde ; soit c’e&t et il faut
appliquer la troisiéme. Tous les autres cas de figure correspondent a des situations d’erreur.

Si l'on supsrcr)nsg qye, tous les non-terminaux de la grammaire possédent la méme propri¢téamsela

grammaire?.1, alors c’est l'intégralité de I'analyse qui pourra étre conduite de maniére déterministe par
I'algorithme suivant : on initialise la protophrase courante avyezt a chaque étape, on consulte les pro-
ductions du non-terminall le plus a gauche, en examinant s'il en existe une dont le coin gauche est le
premier symbole:; non-encore apparié. Les conditions précédentes nous assurant gu'il existe au plus une
telle production, deux configurations sont possibles :

— il existe une productionl — wu;«, et on I'utilise ; le prochain symbole a apparier devient;

— il nen existe pas : la phrase a analyser n’est pas engendrée par la grammaire

Cet algorithme se termine lorsque I'on a éliminé tous les non-terminaux de la protophrase : on vérifie alors
gue les terminaux non-encore appariés dans I'entrée correspondent bien au suffixe de la pgrgn%% (?Q'gendrée :
Si c’gtsdg_lgp%ﬁ_%al(’:gnalyse a réussi. lllustrons cet algorithme en utilisant la gram@alecla table7.Z; 1a
tablel7.3decrit pas-a-pas les étapes de I'analysedeldcbb par cette grammaire.

L'application de I'algorithme d'analyse précédent demande des consultations répétitives de la grammaire
pour trouver quelle régle appliquer. Il est possible de construire a I'avance une table enregistrant les pro-
ductions possibles. Cette table, dible d’analyse prédictiyecontient pour chague non-termindlet pour

chaque symbole d’entréel'indice de la production a utiliser lorsqué est le plus a gauche dans la proto-
phraseA, alors que I'on veut apparier. Cette table est en fait exactement analogue a la table de transition
d'un automate déterministe : pour chaque non-terminal (état) et chaque symbole d'entrée, elle indique la
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-trace

-table

S — aSbh

S —cC

C —dC

C—c

TAB. 7.2 — Une grammaire LL(1) simple grm.dp.sll

itération| apparié| & apparier prédit| regle
0 € aacddcbb | S S — aSbh
1 a acddebb | Sb S — aSbh
2 aa cddcbb Sbb | S — cC
3 aac ddcbb cbb | C— dC
4 aacd dcbb chh | C— dC
5 aacdd | cbb cbb |C— ¢
6 aacddc | bb bb

TAB. 7.3 — Etapes de I'analyse de aacddcbb
A l'itération 3 de I'algorithme, la protophrase courante commande la récritu€e:de symbole a apparier
étant und, le seul choix possible est d'appliquer la productior- dC'; ceci a pour effet de produire une
nouvelle protophrase et de décaler vers la droite le symbole a apparier.

rm.dp.sll
prodH%ngSQ|§a§)r%nsition) a utiliser. Pour la grammaire de la tglﬁla_:gﬂe—lﬁble serait la suivante (voir la
tablel7.4~

a |b| ¢ d
S | aSb cC
C c dC

TAB. 7.4 — Table d’analyse prédictive
Si S est prédit et le premier terminal non apparié, alors réciif@araSb. Les cases vides sont des
situations d’échec.

Cette analogiesuggére que la stratégie d’analyse appliquée ci-dessus a une complexité linéaire : une phrase
de longueurk ne demandera jamais un nombre d’'étapes supériéur k& déterminisme rend I'analyse
algorithmiquement efficace, ce qui justifie les efforts pour rechercher des algorithmes déterministes.

Les grammaires présentant les deux propriétés précédentes sont appelées des grammasgiespléds)
sont définies formellement par :

Définition 7.1 (grammaires SLL(1)) Une grammaireG = (V, 3, S, P) est une grammaire SLL(1) si et
seulement si :
-()VA—-a)ePIaeX,a=af

c’est un peu plus qu’une analogie : une grammaire réguliére, par définition, vérifie la propriété (i) ci-dessus; Sigl& r|j de
plus la propriété (ii), alors vous vérifierez que 'algorithme de transformation de la grammaire en automate décrit a I%?@M stion
aboutit en fait & un automatkterministe
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— (II) VA e V, (Aﬂaloq) € Pet(AHagOéz) e P=aq #ag

Pourquoi cette terminologie ? Parce qu’elles permettent directement de mettre en ceuvre des analyseurs
construisant de maniére déterministe de gauche a dtafetp-righ?) des dérivations gauchekg(ft) avec

un regard avant (en angldi®okaheadl de 1 seul symbole. Dans la mesure ou la forme de la grammaire
rend immédiate cette construction, ces grammaires sont additionnellement qualifeiegplis d’'ou la
terminologieSimple LL

La question qui se pose alors est la suivante : tout langage hors-contexte est-il susceptible d’étre analysé
par une telle technique ? En d’autres termes, est-il possible de construire une grammaire SLL(1) pour tout
langage algébgS uc?c%%%ﬁ%i’ﬁ@se est malheureusement non : il existe des langages intrinséquement ambigus
(voir la section5.2.3 pour lesquels il est impossible de construire un analyseur déterministe. Il est, en re-
vanche, possible de transformer toute grammaire en une grammaire sati staeiggptAQ propriété (i) par une suite
de transformations aboutissant a la forme normale de Greibach (voir la ;E«I@ﬁ. %:ette transformation
conduisant toutefois & des grammaires (et donc a des dérivations) tres éloignées de la grammaire initiale, il
est tentant de chercher a généraliser les stratégies développées dans cette section, de maniére a pouvoir les
appliquer a des grammaires moins contraintes. Cette démarche est poursuivie dans la suite de ce chapitre

avec l'introduction des grammaires LL.

7.1.2 Grammaires LL(1)

La clé du succés des analyseurs pour les grammaires SLL(1) est la possibilité de controler sans attendre
la validité d’'une prédiction, rendue possible par la propriété que tout non-terminal récrit comme premier
symbole un symbole terminal.

L, . . L, rm.dp.arith
Considérons alors une grammaire qui n’a pas cette propriété, telle que celle de %Bﬁﬁl%engendre des
formules arithmétiques.

S—-S+F|F
F—-FxT|T
T—(S)|D
D—-0]|...|9]0D]| ... 9D
TAB. 7.5 — Une grammaire pour les expressions arithmétiques grm.dp.ar

Le non-terminalf’ de la grammaire de la ta&%%%ple, se récrit toujours en un non-terminal. En
examinant les dérivations de ce terminal, on constate toutefois que son élimination d’une dérivation gauche
conduit toujours a avoir comme nouveau non-terminal le plus a gauctié par des dérivations de la
forme :

F=, FxT=4 FxTxTx...xT=, T+T...T

Examinons alors les productions @e I'une commence par récrire le termingl ! cela signifie donc que

T, et doncF aussi, dérive des protophrases de typeT peut également se récrife ; ce non-terminal
respecte la contrainte précédente, nous garantissant qu'il récrit toujours en premier un chiffre entre 0 et 9.
On en déduit que les dérivations dedébutent soit par(’, soit par un chiffre; il en va alors de méme

pour les dérivations d€'. A quoi nous sert cette information ? D’une part, & détecter une erreur déf8 que
apparait en téte d'une protophrase alors qu’un autre terminal (par exenmule) doit étre apparié. Mais

on peut faire bien mieux encore : supposons en effet que I'on cherche a dériderux productions sont
disponibles : le calcul précédent nous fournit un moyen infaillible de choisir entre elles : si le symbole a
apparier est(", il faut choisir " — (.S) ; sinon si c’est un chiffre, il faut choisif — D.
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En d'autres termes, le calcul des terminaux qui sont susceptibles d'initier une dérivation gauche permet de
sélectionner au plus tét entre productions ayant une méme partie gauche, ainsi que d’'anticiper sur I'appli-
cation erronée de productions. En fait, ces symboles jouent le méme rdle que les terminaux apparaissant en
coin gauche des productions de grammaire SLL(1) et leur calcul est donc essentiel pour anticiper sur les
bonnes prédictions.

L'exemple précédent suggére une approche récursive pour effectuer ce calcul, consistant a examiner récur-
sivement les coins gauches des productions de la grammaire jusqu’a tomber sur un coin gauche terminal.
Formalisons maintenant cette intuition.

7.1.3 NULL, FIRST et FOLLOW

FIRST Pour commencer, définissons I'ensembIlERST'(A) des symboles terminaux pouvant apparaitre
en téte d’'une dérivation gauche de A, soit :

Définition 7.2 (FIRST) SoitG = (V, 3,5, P) une grammaire CF e un élément dd/. On appelle
FIRST(A) le sous-ensemble dedéfini par :

FIRST(A)={a€%,3ac (VUX),A=5 aa}

o . W
Ainsi, dans la grammaire de la taldiés, on a:

FIRST(F) = FIRST(T) = {(,0,1,...,9}

Comment construire automatiqguement cet ensemble ? Une approche naive consisterait a implanter une for-
mule récursive du type :
FIRST(A) = Ux A—xacpFIRST(X)

Cette approche se heurte toutefois a deux difficultés :

— les productions récursives a gauche, qui sont du t é:ée_gnq_Ac}/ Ac ; ces productions sont hautement
nocives pour les analyseurs descendants (voir la s%ﬁr&%g%%w_u? les cas s’en débarrasser.
Des techniques idoines pour ce faire sont présentées a la sBctian dans la suite de I'exposé on
considérera qu'il 'y a plus de production (ni de chaine de productions) récursive a gauche;

— les productionsd — X« pour lesquelles le non-terminal est tel queX =’¢ ¢ : dans ce cas, il faudra,
pour calculer correctemedt/ RST(A), tenir compte du fait que le coin gauché& des A-productions
peut dériver le mot vide.

Ces non-terminaux soulevent toutefois un probléeme nouveau : supposons en effetgagenne une

regle de typed — ¢, et considérons I'état d’un analyseur descendant tentant de faire des prédictions
a partir d’'une protophrase de la formela. A pouvant ne dériver aucun symbole, il parait difficile de
contrler les applications erronées de la productiorr e en regardant simplemedt/ RST(A) et le
symbole & apparier. Notons qu'il en irait de méme si 'on avait”; . Comment alors anticiper sur

les dérivations erronées de tels non-terminaux et préserver le déterminisme de la recherche ?

Pour résoudre les problémes causés par I'existence de non-terminaux engendrant le mot vide, introduisons

deux nouveaux ensemble’ U LL et FOLLOW.

NULL NULL estl'ensemble des non-terminaux dérivant le mdktest défini par :
Définition 7.3 (NULL) SoitG = (V, %, S, P) une grammaire CF. On appell§U LL le sous-ensemble de

V' défini par :
NULL={AcV,A=5 ¢}

78



Cet ensemble se déduit tres simplement de la gramraapar la procédure consistant a initialis€t/ L L
avec() et a ajouter itérativement daféU LL tous les non-terminaud tels qu'il existe une production
A — « et que tous les symboles desont soit déja dan&’U L L, soit égaux &. Cette procédure s’acheve
lorsqu’un examen de toutes les productionsRie’entraine aucun nouvel ajout dand/ LL. Il est facile
de voir que cet algorithme t%l_'gir_]r(]aoﬁn un nombre fini d’étapes (ady plii3. lllustrons son fonctionnement

sur la grammaire de la taﬂ%ﬁ :

S—c| ABS
A—B|a
B—b|e
TAB. 7.6 — Une grammaire (ambigué) pdur| b)*c grm.dp.nc

Un premier examen de I'ensemble des productions conduit a inBédensNU LL (a cause d&3 — «);

la seconde itération conduit & ajoutérpuisqueA — B. Une troisieme et derniére itération n'ajoute aucun
autre élément danSU L L : en particulierS ne dérive pas puisque tout mot du langage engendré par cette
grammaire contient au moins uren derniere position.

Calculer FIRST Nous savons maintenant calcul®it/ L L : il est alors possible d'écrire une prglc%dl%lrrgt
pour calculerF’'I RST(A) pour toutA. Le pseudo-code de cette procédure est donné par I’algorhﬁ]r'nle'

. . . rm.dp.notll . .
lllustrons le fonctionnement de cet algorithme sur la grammaire de la initialisation conduit a

faire FIRST(S) = FIRST(A) = FIRST(B) = (. La premiere itération ajoute dansF'IRST(S),

puis a dansFIRST(A) etb dansFIRST(B); la seconde itération conduit & augment&fRST(S)

aveca (qui est dang’TRST(A)), puis aved (qui n'est pas dang' I RST(A), mais commeA est dans
NULL, il faut aussi considérer les élémentsideRST(B)) ; on ajoute également durant cette itérathon
dansF'IRST(A). Une troisieme itération ne change pas ces ensembles, conduisant finalement aux valeurs

suivantes :
FIRST(S)={a,b,c}

FIRST(A)={a, b}
FIRST(B)={b}

FOLLOW FOLLOW estnécessaire pour contrdler par anticipation la validité de prédictions de la forme
A — ¢, ou, plus généralement :>*G e . pour valider un tel choix, il faut en effet connaitre les terminaux
qui peuvent apparaitre aprdsdans une protophrase. Une fois ces terminaux connus, il devient possible de
valider I'application ded — ¢ en vérifiant que le symbole a apparier fait bien partie de cet ensemble; si ce
n'est pas le cas, alors I'utilisation de cette production aboutira nécessairement & un échec.

Formellement, on définit :

Définition 7.4 (FOLLOW) SoitG = (V, 3, S, P) une grammaire CF efl un élément dé". On appelle
FOLLOW (A) le sous-ensemble dedéfini par :

FOLLOW(A)={a € ,3uec % a,8 € Vcup®)*,S = uwda = uAaf}

Comment calculer ces ensembles ? En fait, la situation n’est guere plus compliqguée que pour le calcul de
FIRST : la base de la récursion est quesi— X ... X, est une production d€, alors tout symbole
apparaissant apré4 peut apparaitre aprek,,. La prise en compte des non-terminaux pouvant dériver
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Algorithm 4 Calcul de FIRST

[/ initialisation

foreach A € V do
FIRST?(A) :=0

od
k:=0
cont := true
while (cont = true) do
k=k+1
foreach A € V do
FIRSTk(A) := FIRST* 1(A)
od
foreach(A — X, ... X}) € Pdo
j=0
do
ji=7+1
/I Par convention, sK; est terminal FIRST(X;) = X;
FIRST*(A) := FIRST*(A) U FIRST*(X;)
while (X; € NULL)
od
I/l Vérifie si un des FIRST a changé ; sinon stop
cont := false
foreach A € V do
if (FIRST*(A) # FIRST*~1(A)) then cont := true fi
od
end

e complique un peu le aa}ICéJI,fcﬁltovrvequiert d’avoir au préalable caldUléLL et FIRST. Ce calcul se
formalise par I’algorithm?%. o

lllustrons, de nouveau, le fonctionnement de cette procédure sur la grammaire de %E'ﬁd%ére
itération de cet algorithme conduit & examiner la producion ABS : cette régle présente une configu-
ration traitée dans la premiére boutde , avecX; = A, = 0 : les éléements dé'/ RST(B), soitb, sont
ajoutés aFOLLOW!(A). CommeB est dansVU L L, on obtient aussi que les élémentsieRST(S)

sont dans"OLLOW(A), qui vaut alors{a, b, ¢} (j = 1,1 = 1). En considérant, toujours pour cette pro-
duction, le cag = 2,1 = 0, il s’avére que les éléments d& RST'(S) doivent étre insérés également dans
FOLLOW?!(B). La suite du déroulement de I'algorithme n’apportant aucun nouveau changement, on en
reste donca:

FOLLOW (S)=0
FOLLOW (A)={a,b,c}
FOLLOW (B)={a,b,c}

On notera que"OLLOW (S) est vide : aucun terminal ne peut apparaitre a la droit§ dans une pro-
tophrase. Ceci est conforme a ce que I'on constate en observant quelques dérivatiigsee en effet
toujours en derniere position des protophrases qui le contiennent.
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Algorithm 5 Calcul de FOLLOW
[/l initialisation
foreach A € V do
FOLLOWY(A) :=0
od
foreach(A - X;...X,) € Pdo
forj=1ton —1do
if X; € V then
fori=0ton—jdo
/lnclutle cas oUXj 11 ... X 41 =€
EXj—f—l . ..XjJrl e NULL*
then FOLLOW®(X;) = FOLLOW®(X;) U FIRST(X 1) pgm.follow.2
fi

p.follow

fi
od
od
k:=0
cont := true
while (cont = true) do
ki=k+1
foreach A € V do
FOLLOW*(A) := FOLLOW*~1(A)
od
foreach(A — X;...X,) € Pdo
n+1

ji=
do
ji=j—1
FOLLOW*(X}) := FOLLOW*(X;) U FOLLOW*(A)| pgm.follow.1
while (X; € NULL)
od
/I Vérifie si un desFOLLOW a changé ; sinon stop
cont := false
foreach A € V do
if (FOLLOW¥(A) # FOLLOW*~1(A)) then cont := true fi
od

@l 7.1.4 Latable de prédiction

Nous avons montré a la section précédente comment calculer les ensémRifg’() et FOLLOW ().

Nous étudions, dans cette section, comment les utiliser pour construire des analyseurs efficaces. Lidée
gue nous allons développer consiste a déduire de ces ensembles urd f@alesl” x ) permettant de
déterminer a coup sdr les bons choix a effectuer pour construire déterministiquement une dérivation gauche.

Comme préalable, généralisons la notionFlERST & des séquences quelconquegde) X)* de la ma-
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niére suivanté

FIRST(X1)siX, ¢ NULL

FIRST(a = Xy...X}) = { FIRST(X1)U FIRST (X5 ... X)) sinon

Revenons maintenant sur I'intuition de I'analyseur esquissé pour les gramifidifés) : pour ces gram-
maires, une production de type — aa est sélectionnée a coup sdr dés quest le plus a gauche de la
protophrase courante et quest le symbole a apparier dans la phrase d'entrée.

Dans notre cas, c’est I'examen de I'ensemble des éléments pouvant apparaitre en téte de la dérivation de la
partie droite d’une production qui va jouer le role de sélecteur de la «bonne» production. Formellement, on
commence a remplik/ en appliquant le principe suivant :

Si A — «a, aveca # e, est une production d€ eta est un élément d&'/ RST'(«), alors on insérer dans

M(A,a)
Ceci signifie simplement que lorsque I'analyseur descendant voltemtéte de la protophrase courante et
gu'il cherche a apparier uam, alors il est licite de prédire, dont la dérivation peut effectivement débuter
par una.

Reste a prendre en compte le cas des productions dedtype: : I'idée est que ces productions peuvent
étre appliquées lorsqué est le plus a gauche de la protophrase courante, et que le symbole a gppatrier
suivre A. Ce principe doit en fait étre généralisé a toutes les productionsa ol a ne contient que des
symboles dan®/U LL (o« € NULL*). Ceci conduit a la seconde régle de remplissagk/de
Si A — «, aveca € NULL*, est une production dé eta est un élément d6OLLOW (A), alors
insérera dansM (A4, a) m.do.notll

Considérons alors une derniére fois la grammaire de la %ﬁfﬁ!@ion du premier principe conduit

aux opérations de remplissage suivantes :

— par le premier principe on inséreeadansM (S, ¢), puis ABS dans les trois case¥/ (S, a), M(S,b),
M(S, ¢). Ce principe conduit également a plaeedansM (A, a), B dansM (A, b) puisb dansM (B, b).

— reste a étudier les deux productions concernées par le second principe de remplissage. Commencons par
la productionB — ¢ : elle est insérée dand (B, x) pour tout symbole danBOLLOW (B), soit dans les
trois cases\/ (B, a), M (B,b), M (B, c). De méme, la partie droite dé — B doit étre insérée dans toutes
les cased//(A, x), avecz dansFOLLOWj@_Hs%ict)tﬁlans les trois cased1 (A, a), M(A,b), M(A,c).

On parvient donc a la configuration de la table.

S | ABS | ABS | ABS

o

B
B € € €
Lo . rm.dp.notll
TAB. 7.7 — Table d’analyse prédictive pour la grammaire de la ﬂ%m' tab.dp.nof

tab.dp.nojll .
L'examen de la tabl&.7 se revele instructif pour comprendre comment analyser les mots avec cette gram-

maire. Supposons, en effet, que I'on souhaite an %sgrr!ggmdua protophrase courant étant initialisée
avec unS, nous consultons la cagé (S, b) de la tabljé. 7, qI Ui nous prescrit de récritg en ABS. Comme

2Rappelons que nous avons déja étendu la notiod&ST (et de FOLLOW) pour des terminaux quelconques par
FIRST(a) = FOLLOW (a) = a.
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nous n’avons vérifié aucun symbole dans I'opération, nous consultons maintenantld(cédg. De nou-
veau la réponse est sans ambiguité : appliquer B. A ce stade, les choses se compliquent : 'opération
suivante demande de consulter la cA$€eB, b), qui contient deux productions possibleB = bet B — e.

Si, toutefois, on choisit la premiére, on aboultit rapidement a un succeés de I'anaBtset apparié, il s’'agit
maintenant d’apparier l¢ a partir de la protophrase courant8$. Apres consultation de la cadé(B, ¢),

on élimine leB; choisirS — c dans la cas@/ (S, ¢) achéve 'analyse.

Pour aboutir a ce résultat, il a toutefois fallu faire des choix, car la %%I%%t? n[%%sg&”mettre en
ceuvre une analyse déterministe. Ceci est di a I'ambiguité de la grammaire de [aGabns faquelle
plusieurs (en fait une infinité de) dérivations gauches différentes sont possibles pour lacpfu@sene
pourra s’en persuader le lecteur en en listant quelques-unes).

c.dp.alll 7.1.5 Analyseurs LL(1)

Nous sommes maintenant en mesure de définir finalement les grammaiigset de donner un algorithme
pour les analyser.

Définition 7.5 (Grammaire LL(1)) Une grammaire hors-contexte ebf.(1) si et seulement si sa table
d’analyse prédictivé\/ () contient au plus une séquence(@U X)* pour chaque valeufA, a) deV x X.

Toutes les grammaires ne sont ga5(1), comme nous I'avons vu a la section précédente en étudiant une
grammaire ambigué. Il est, en revanche, vrai que toute gramiAire) est non-ambigué. La démonstration
est laissée en exercice.

Une grammaird. (1) est susceptible d’étre analysée par I'algorithme suivant (on suppose que la construc-
tion de M est une donnée de l'algorithme) :

dp.llize 7.1.6 LL1-isation

Les grammaires LL(1) sont particulierement dociles, puisqu’elles se prétent a une analyse déterministe

fondée sur I'exploitation d’'une table de prédiction. Bien que toutes les grammaires ne soient pas aussi

accommodantes, il est instructif d’étudier des transformations simples qui permettent de se rapprocher du
casLL(1). Un premier procédé de transformation consiste a supprimer les récursions gauches (directes et
indirectes) de la grammaire : cette t Sasrelg_fr(]}rmnfa\tion estimplicite dans le processus de mise sous forme normale
de Greibach et est décrit a la sect%ﬂ.z gne Seconde transformation bien utile consisfaciorisera

gauche la grammaire.

s s , C . . . larm.dp.ifthen1
Pour mesurer I'utilité de cette démarche, considérons la grammaire reproduite a %ﬁbplei

S —1if Bthen S
S —if Bthen Selse S

TAB. 7.8 — Une grammaire non-LL(1) pouf-then-else grm.dp.iftl
Ce fragment de grammaire n’est pas conforme a la définition donnée pour les grammaires LL(1), puisqu’il

apparait clairement que le mot-¢lgsélectionne deux productions possibles peut est toutefois possible
de transformer la grammaire pour se débarrasser de cette configuration : il suffit ici de factoriser le plus long
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Algorithm 6 Analyseur pour grammaire LL(1)

/[le mot en entrée est: = uq ... u,
initialisation
matched := €
tomatch = u
left: =S
1:=1
while (left # e A i <|u]| ) do
left=Xg0
if X € Vthen
do
if undefined (M (X, tomatch)) then return(false) ﬂj pgm.li1.errorl
a := M(X, tomatch)
/I RemplaceA para
left .= af
od
else
/I le symbole de téte est terminal : on apparie simplement
if (X # ;) then return(false)]ﬁgm.lll.errorz ‘

fi
matched := matched . u;
tomatch 1= u;41
1:=1+1

od

if (left =€ A tomatch = e€) then return(true ) elsereturn(false) fi

préfixe commun aux deux partie grao(jtelﬁhgrtlg’introduire un nouveau terffir@éci conduit a une nouvelle
grammaire, présentée dans la ti%l@ :

S —if Bthen S S’
S'—else S |e€

TAB. 7.9 — Une grammaire factorisée a gauche pgtithen-else grm.dp.iftl

Le mot cléif s%l}e&ti&ng&maintenant une production unique ; c’est aussi vraiepaur_e fragment décrit
dans la table’.9 devient alors susceptible d’étre analysé déterministiguement (vérifiez-le en examinant
comment appliquer a coup sff — ¢).

Ce procédé se généralise au travers de la construction utilisée pour démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 7.1 (Factorisation gauche)SoitG = (V, X, S, P) une grammaire hors-contexte, alors il existe
une grammaire équivalente qui est telle quelst X ... X et A — Y; ...Y; sont deuxA-productions de
G’ alors X; # Y.

Preuve : La preuve repose sur le procédé de transformation suivant. Supposons qu'il existe une série de
A-productions dont les parties droites débutent toutes par le méme syiib&e remplacant toutes les
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Ip.lImore

productionsA — X «; par 'ensemblg A — XA’ /A" — «;}, ou A’ est un nouveau symbole non-terminal
introduit pour la circonstance, on obtient une grammaire équivaleGteS, a I'issue de cette transforma-

tion, il reste desd’-productions partageant un préfixe commun, il est possible de répéter cette procédure, et
de I'itérer jusqu’a ce qu’une telle configuration n’existe plus. Ceci arrivera au bout d’'un nombre fini d’itéra-
tions, puisque chaque transformation a le double effet de réduire le nombre de productions potentiellement
problématiques, ainsi que de réduire la longueur des parties droites.

7.1.7 Quelques compléments

Détection des erreurs

Le rattrapage sur erreur La détection d’erreur dans un analyseur LL(1) correspond a une configuration
(non-terminalA le plus & gauche, symbotea apparier) pour laquelle la table d’analyse ne prescrit aucune
action. Le message a donner a l'utilisateur est alors clair :

Arrivé au symbole numéro X, j'ai rencontré uralors que jaurais du avoir ... (suit 'énuméra-
tion des symboles tels que (A, .) est non-vide).

Stopper la I'analyse est toutefois un peu brutal pour I'utilisateur, qui en général souhaite que I'on détecte en
une seule passe toutes les erreurs de syntaxe. Deux options sont alors possibles pour continuer I'analyse :
— s'il nexiste qu’un seub tel que M (A, b) est non-vide, on peut faire comme si on venait de voibun
et continuer. Cette stratégie de récupération d’erreur par insertion comporte toutefois un risque : celui de
déclencher une cascade d'insertions, qui pourraient empécher I'analyseur de terminer correctement ;

— l'alternative consisterait a détruiredeet tous les symboles qui le suivent jusqu’a trouver un symbole pour
lequel une action est possible. Cette méthode est de loin préférable, puisqu’elle conduit & une procédure
gui est assurée de se terminer. Pour obtenir un dispositif de rattrapage plus robuste, il peut étre souhaitable
d’abandonner complétement tout espoir d’étendré kt de le faire disparaitre : I'analyse reprend alors
lorsque I'on trouve dans le flux d’entrée un sygp]bo_lgrrg@@LLOW(A). Des compléments sur le

rattrapage d’erreur seront présentés dans le ch@ﬁ]re

Les grammaires LL(k) Nous I'avons vu, toutes les grammaires ne sont pas LL(1), méme aprés élimina-
tion des configurations les plus problématiques (récursions gauches...). Ceci signifie que, pour au moins un
couple(A4,a), M (A, a) contient plus d’'une entrée, indiquant que plusieurs prédictions sont en concurrence.
Si, toutefois, la grammaire n’est pas ambigué, il faudra bien que lors du traitement de la fin de I'entrée cou-
rante, cette ambiguité disparaisse. Ceci suggéen regardant plus d’'un symbole en avant au-dela dié

est possible de lever I'indétermination concernant la «bonne» expansibnCkdte intuition se formalise a
travers la notion de grammairel (k) et d’'analyseud. L(k) : pour ces grammaires, il faut un regard avant de

k symboles pour choisir sans hésitationdgoroduction a appliquer; les tables d’analyse correspondantes
croisent alors des non-terminaux (en ligne) avec des mots de longenrcolonne).

Ce procédé de généralisation des analyseurs descendants, bien que fournissant des résultats théoriques im-
portants, reste d’'une utilité pratique modeste, surtout si on compare cette famille d’analyseurs a l'autre
grande famille d'analyseurs déterministes, les analyseurs dd.tgpqui font I'objet de la section suivante.
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7.2 AnalyseursLR
@ 7.2.1 Concepts

Comme évoqué a la secti%ﬁ%%ﬁf\—aryseurs ascendants cherchent a récrire la phrase a analyser afin de
se ramener, par des réductions successives, a I'axiome de la grammaire. Les bifurcations dans le graphe de
recherche correspondent alors aux alternatives suivantes :
(i) la partie droitea d’'une productionA — « est trouvée dans la protophrase courante; on choisit de
remplacer par A pour construire une nouvelle protophrase et donc d’appliquerédection
(i) on poursuit I'examen de la protophrase courante en considérant un autre fdctéatenu par exemple
en étendant par la droite.
Afin de rationaliser I'exploration du graphe de recherche correspondant a la mise en ceuvre de cette dé-
marche, commencons par décider d‘unefﬁtrg}]ﬁgﬂe d’examen de la protophrase courante : a l'instar de ce que
nous avons mis en ceuvre dans I’algoritlﬁgmll%minerons toujours depuis la gauche vers la droite.
Sil'on notea la protophrase courante, factoriséeces: 3+, ou g est la partie déja examinée, I'alternative
précédente se récrit selon :
— [ posséde un suffixé correspondant a la partie droite d’'une regle : réduction et développement d’'une
nouvelle protophrase.
— (3 est étendu par la droite : c’est I'étapediecalage
Cette stratégie conduit a la construction de dérivatioiesde I'entrée courante. Pour vous en convaincre,
remarquez que le suffixe de la protophrase courante n’est jamais modifié : il n'y a toujours que des
terminaux a droite du symbole récrit, ce qui est conforme a la définition d’une dérivation droite.

. L . rm.dp.lrintro
lllustrons ce fait en considérant la grammaire de la tgbl@'

S — AB
A—aAlb
B—bB|a
TAB. 7.10 — Une grammaire pouib™a grm.dp.lril

. .. tab.dp.Irintro
Soit alorsu = abba ; une analyse ascendante de cette phrase est reproduite a ‘:Eilﬂgle

@ 8 ~y Action
abba | € abba | décaler
abba | a bba | décaler

abba | ab ba réduire pard — b
aAba | aA | ba réduire pard — aA
Aba | A ba décaler

Aba | Ab | a décaler
Aba | Aba | € réduire parB — a
AbB | AbB | ¢ réduire parB — bB
AB | AB |¢ réduire parS — AB
S fin : accepter I'entrée
TAB. 7.11 — Analyse ascendante de- abba tab.dp.lrin
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On en déduit la dérivation suivanteS: = AB =g AbB =g Aba =g aAba = abba, qui

est effectivement une dérivation droite. On note également qu’on a introduit un troisieme type d’action de
I'analyseur, consistanta@cceptel’entrée comme un mot de la grammaire. Il existe enfin un quatrieme type
d’action, non représenté ici, consistant a diagnostiquer une situation d’échec de I'analyse.

Derniére remarque concernant cette trace : les différentes transformations possibl@a tks actions de
réduction et de décalage n'agissent que sur les suffixgs@eci suggére d'implantet sous la forme d’'une

pile, sur laguelle s’accumulent (puis se réduisent?&Jor%g_rltralgt%vement les symbole& Hen adopte ce point

de vue, une pile correspondant a la trace de la passerait par les états successifs suivantsib,

aA, A, Ab, Aba, AbB, AB, S. Bien naturellement, cette implantation demanderait également de conserver
un pointeur vers la position courante dansfin de savoir quel symbole empiler. Dans la suite, nous ferons
I'hypothése ques est effectivement implanté sous la forme d’'une pile.

Comment faire pour rendre ce rocessys déterministe ? Cherchons des éléments de réponse dans la trace
d’analyse présentée dans la ta%l&f Ce processus contient quelques actions déterministes, comme la
premiére opération de décalage : lorsqu’en efféla pile) ne contient aucun suffixe correspondant a une

partie droite de production, décaler devient I'unique action possible.

De maniére duale, lorsqueest vide, décaler est impossible : il faut nécessairement réduire, lorsque cela est
encore possible, ou bien signaler une erreur : c’est, par exemple, ce qui est fait durant la derniere réduction.

Un premier type de choix correspond au second décalatje=: a est a ce moment égal a une partie
droite de production® — a), pourtant on choisit ici de décaler (ce choix est presque toujours possible)
plutot que de réduire. Notons que la décision prise ici est la (seule) bonne décision : réduire prématurément
aurait conduit & positionner uB en téte de3, conduisant I'analyse dans une impasgg n’apparaissant

en téte d’'aucune partie droite, il aurait été impossible de le réduire. Un second type de configuration (non
représentée ici) est susceptible de produire du non-déterminisme et doit donc étre évité : il correspond au
cas ou I'on trouve en queue dedeux parties droites de productions : dans ce cas, il faut choisir entre deux
réductions concurrentes.

Résumons-nous : nous voudrions, de proche en proche, et par simple consultation du sommet de la pile, étre
en mesure de décider déterministiquement si I'action a effectuer est un décalage ou bien une réduction (et
dans ce cas quelle est la production a utiliser), ou bien encore si I'on se trouve dans une situation d’erreur.
Une condition suffisante serait que, pour chaque produgti@m puisse décrire 'ensemblg, des confi-
gurations de la pile pour lesquelles une réductiongpast requise ; et que, pour deux productipn®t py

telles quep; # p2, Ly, €t L, soient toujours disjoints. Voyons a quelle(s) condition(s) cela est possible.

ecdpi0 | 7.2.2 AnalyseursLR(0)

Pour débuter, examinons de nouveau la grammaire de Ii%nﬁ%%s de calculéy, pour chacune
des productions. Le cas de la premiére production est clair : il faut impérativement réduire lorsque la pile
contientAB, et c'est le seul cas possible. On déduit directement/gue, 5 = { AB}. Considérons main-
tenantA — a A : la réduction peut survenir quel que soit le nombre:geésents dans la pile. En revanche,
si la pile contient un symbole différent dec’est qu'une erreur aura été commise. En effet :

— une pile contenant une séquerteed ne pourra que se réduire eh4, dont on ne sait plus que faire;
ceci proscrit également les piles contenant plus diyuqui aboutissent pareillement a des configurations
d'échec;

— une pile contenant une séquenbBe.. A ne pourra que se réduire élA4, dont on ne sait non plus
comment le transformer.

On déduit en conséquenée—,4 = a™ A. Des considérations similaires nous amenent a conclure que :

— Lp—p = a*b;

— Lp—pp = AbT B;
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- Lg—, = Ab*a;

Cha(fun des ensemblés se décriy%&_ggﬁa%%&xpress_ion rationnelle, on déduit que I’ensemb[q,(m_
représente sur I'automate de la figuré, qui realisSe Tunion des langagés,. Vous noterez de plus que (i)
I'alphabet de cet automate contient a la J%' i% qung%g]boles terminaux et non-terminaux de la grammaire ;
(i) les états finaux de I'automate de la fig sont associés aux productions correspondantes ; (iii) toute
situation d’échec dans I'automate correspond a un échec de I'analyse : en effet, ces configurations sont celles
ou la pile contient un mot dont I'extension ne peut aboutir a aucune réduction : il est alors vain de continuer
lanalyse.

FiG. 7.1 — Lautomate des réductions licites fig.dp.han

Comment utiliser cet automate ? Une approche naive consiste a mettre en ceuvre la procédure suivante :
partant de I'état initial; = ¢ et d’une pile vide on appliqgue des décalages jusqu’a atteindre un état final
g. On réduit ensuite la pile selon la production associgedonnant lieu a une nouvelle pilequi induit

un repositionnement dans I'étgt = 0*(qo, 5) de I'automate. La procédure St i&érlréoeojusqu’a épuisement
simultané de la pile et de. Cette procédure est formalisée a travers I’algoriti?mg e

. . L . alg.dF.Ir0.0 . N . . "
L'implantation décrite dans I'algorithmeest un peu naive : en effet, & chaque réduction, on se repositionne
a I'état initial de 'automate, perdant ainsi le bénéfice de I'analyse des symboles en téte de la pile. Une
implantation plus efficace consiste a mémoriser, pour chaque symbole de la pileg Edtaint dansA.

A la suite d'une réduction, on peut alors dire gfenae%sie positionner gowar poursuivre I'analyse. Cette
amélioration est mise en ceuvre dans I’algoritﬁﬁﬁé T

Notez, pour finir, que I'on effectue en fait deux sortes de transitions danselles qui sont effectuées
directement a l'issue d’'un décalage et qui impliquent une extension de la pile; et celles qui sont effectuées
a l'issue d’'une réduction et qui consistent simplement a un repositionnement ne nécessitant pas de nouveau
décalage. Ces deux actions sont parfois distinguées, I'une sous le nom de décalage (shift), I'autre sous le
nom degoto.
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dp.Ir0.0

Algorithm 7 Reconnaissance ascendante guidée par un autoimaté: UV, Q, qo, F, ¢). Version 1

// initialisation
0 := €/l Initialisation de la pile
q := qo Il Se positionner dans I'état initial
1:=7:=0
while (i <|u| ) do
while (j <[] ) do
jg=7+1
q:=0d(q,5)
od
while (¢ ¢ F') do
08 := Bu; Il Empilage dey;
if (d(q,u;) existe) then ¢ := d(q, u;) elsereturn(false) fi
t:=1+1
od
/I Réductionde : A — ~
Bi=py1A
=0
q = 4o
od

if (3=S5 A g€ F)thenreturn(true) elsereturn(false) fi

De l'automate prﬁcg’dggﬁdlgg a(%déjitlrgmécaniquement une table d’analysé Rdiig), donnée pour I'auto-
mate de la figure.1 a la ta 7. Cette table résume les différentes actions a effectuer en fonction de

I'état courant de I'automate.

A B a b *
0|g4 s, 1 s,3
1|92 s,1
2 rhA—aA
3 rA—»b
4 0,8]s,7 s,5
5 0,6 s,5
6 r,B—bB
7 rB—a
8 r,S— AB
A B a b
TAB. 7.12 — Une table d’analyseR(0) tab.dp.Ir0

La table%%%ﬁeﬁt trois types d'entrées :

— une entrée de typs, j) en colonner signifie : effectuer un décalage, lire le symbole en téte de pile, si
c’est unz transiter dans I'état. Attention: le décalage a bien lieu deaniére inconditionnellec’est-a-
dire indépendamment de la valeur du symbole empilé ; en revanche, cette valeur détermine la transition
de 'automate a exercer;

— une entrée de typgy, j) en colonneX signifie : lire le symbole en téte de pile, si c’est Antransiter
dans I'état j.

— une entrée de type, A — «) en colonnex signifie : réduire la pile selod — «.
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dp.Ir0.1

Algorithm 8 Reconnaissance ascendante guidée par un auteimateé: UV, Q, qo, F, ¢). Version 2

Il initialisations
B := (e, qo) /I Initialisation de la pile
q := qo Il Se positionner dans I'état initial
1:=0
while (i <[u|) do
while (¢ ¢ F) do
if (0(g,u;) existe) thend

q = 6(q,u;) Il Progression dand
push (3, (u;, q)) Il Empilage dgu;, q)
1:=1+1
od
elsereturn(false)
fi

od
/l On atteint un état final : réduction ge A — ¢
j=0

/I Dépilage d&)
while (5 <|d| ) do
pop(B)
J=7+1
od
Il (z,q) est sur le sommet de la pile : repositionnement
push(f3, (A, 6(q, A)))
q:=06(q,A)
od

if (8=(S,q) N q € F) then return(true) elsereturn(false) fi

Toutes les autres configurations (qui correspondent aux cases vides de la table) sont des situations d’erreur.
Pour distinguer, dans la table, les situations ou I'analyse se termine avec succes, il est courant d'utiliser la
petite astuce suivante :
— on ajoute un nouveau symbole terminal, par exerdpje
— on transforme= en G’ en ajoutant un nouvel axiomé et une nouvelle productiod — S#, ou S est
'axiome deG.
— on transforme I'entrée a analysere# ;
— I'état (final) correspondant a la réductigh— S# est (le seul) état d’acceptation, puisqu’il correspond a
la fois a la fin de I'examen de (# est ergg_i!jézl%t a la présence du symbslen téte de Izrzlnpcijle_lrimro
Il apparait finalement, qu'a I'aide de la ta on saura analyser la grammaire de la tgﬁlé)é)mm
déterministe et donc avec une complexité linéaire. Vous pouvez vérifier cette affirmation en étudiant le
fonctionnement de I'analyseur pour les entrées ba (succés)y = ab (échec)u = abba (SUCCES).

Deux questions se posent alors : (i) peut-on, pour toute grammaire, construire un tel automate ? (ii) comment
construire I'automate a partir de la grammai¥® La réponse a (i) est non : il existe des grammaires (en
particulier les grammaires ambigués) qui résistent a toute analyse dét £s”gicr}i]5tﬁ1 Il est toutefois possible de
chercher a se rapprocher de cette situation, comme nous le verrons a la secHabans lintervalle, il est
instructif de réfléchir a la maniére de construire automatiquement I'automate d’adalyse

L'intuition de la construction se fonde sur les remarques suivantes :
— initialement, on dispose de non encore analysé, qu’on aimerait pouvoir réduiré epar le biais d’'une
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série non-encore déterminée de réductions, mais qui s'achevera nécessairement par une réduction de type
S — a.

Supposons pour l'instant qu'’il n’existe qu’une sedlgroduction :S — X5 ... Xy : le but original de

I'analyse “aboutir & une pile doist est I'unique symbole en ayant décalé tous les symboles se refor-

mule alors en : “aboutir a une pile égalé&a . . . X}, en ayant décalé tous les symbolesleCe nouveau

but se décompose naturellement en une série d’'étapes qui vont devoir étre accomplies séquentiellement :
d’abord parvenir a une configuration 6y est «au fond» de la pile, puis faire gii& soit empilé juste
au-dessus d&...

Conserver la trace de cette série de buts suggeére d'insérer dans I'automate d’analyse une branche corres-
pondant a la productiofi — X3 ... Xy, qui s'acheévera donc SHr yn étag finq]l correspondant a la réduction

B o . p.onebranc
de X ... X enS. Une telle branche est représentée a la figure

° X, ‘ X, a X, ——

FIG. 7.2 — Une branche de 'automate fig.dp.one

Chaque état le long de cette branche correspond a la résolution d’'un sous-but supplémentaire, la transition
X; annoncant 'empilage d&;, et déclenchant la recherche d’'un moyen d’emp¥er;. Pour formaliser
cette idée, nous introduisons le conceppdeduction (ou régle) pointée
Définition 7.6 Une production pointée d’'une grammaire hors-conteXtest un triplet( 4, 5,~) deV x
(VUX)* x (VUuX)*, avecA — « = [~ une production d&7. Une production pointée est notée avec
unpoint: A — Ge~.
Une production pointée exprime la résolution partielle d'un bdt+ 3 e v exprime que la résolution
du but “empilerA en terminant par la réductioA — (+" été partiellement accomplie, en particulier
que s a déja été empilé et qu'il reste encore a empiler les symboles @bdaque état de la branche de
'automate correspondant a la productidn— « s’identifie ainsi a une production pointée particuliére,
les états initiaux et finaux correspondant respectivement & :ec et A — «ve.
— Considérons maintenant le premier de ces sous-buts : “erdpilau fond de la pile”. Deux cas de figure
sont possibles :
— soit X est symbole terminal : le seul moyen de I'empiler consiste a effectuer une opération de décalage,
en cherchant un tel symbole en téte de la partie non encore analysée de
— S0it X7 est un non-terminal : son insertion dans la pile résulte nécessairement d’'une série de réductions,
dont la derniére étape concerne ukie-production :X; — Y7 ...Y,,. De nouveau, le but “observer
X7 au fond de la pile” se décompose en une série de sous-buts, donnant naissance a une nouvelle
«branche» de I'automate pour le mM@t. .. Y;,. Comment relier ces deux branches ? Tout simplement
par une transition spontanée entre les deux états initiaux, indiquant que I'empilageséerésoudra
en commencant I'empilage dg. S'il existe plu 'Ie%rg%(v\}c;@g%ghlctions, on aura une branche (et une
transition spontanée) par production (voir la figégra)l.
Ce procédé se généralise : chaque fois qu’une branche porte une trafigiti&n = r, avecX un non-
terminal, il faudra ajouter une transition engret tous les états initiaux des branches correspondants
aux X -productions.
De ces remarques découle un procédé pour construir i (U, Q, qo, F, §) & partir d'une grammaire
G:
— pour chaque productiod — X; ... X}, ajouter un état pour chacune des- 1 productions pointées
A— X;...X; e X;11... Xy, ainsi qu'une transitiod(A — X;...X; ¢ Xj41... X, Xiy1) = A —
Xl--'XiXi—Q—I OXk
— qo =S — eX; ... X} (sl existe plusieursS-productions, on se raméne au cas ou il n'y en a qu’une)
— F'={A — ae}; achaque état final est associée une production o

30n trouve également le terniéitem et en anglais deotted rule et d’itemégalement.
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FIG. 7.3 — Deux branches de I'automate fig.dp.two

—0(A—-X1...X;0X;11... Xk, €) = (X;41 — oY1 ...Y,) pour touteX,; 1 -production

7

Il est ensuite possible de d fe rrpiniser cet automate, en appliquant les algorithmes de §uggr%s§ion de§ tran-
. ) - m.fsa.epsilon ) L m:iSa.determinization
sitions spontanées (voir pa%@), pwsI [a construction des sous-ensembles décrite a lalf@gen pren-

dra soin de propager lors de ces transformations l'information de réduction associée aux états finaux des
branches. En clair, si un étatdu déterminisé contient une production pointée originale de #/pe «e,

alors dang; sera un état (final) dans lequel cette réduction est possible. Le lecteur est vivemrerzn% gmﬁ%ragé
a entreprendre cette démarche et vérifier gu’il rﬁtfgu_xgn ig , €n partant de la grammaire d e
automate ressemblant fortement a celui jebl%fi n deduit finalement de cet automate déterministe,

a .
par le procédé utilisé pour construire la t atable d’'analyse LR(0)

Définition 7.7 Une grammaire hors-contexte ebf?(0) “si sa tableT'() d’analyse LR(0) est telle que :
pour toute ligne: (correspondant a un état de I'automate), soit il existec V' U ¥ tel queT'(i, x) est
non-vide efl’'(7, ) est vide ; soif'(i, *) est non-vide et contient une réduction unique.

Une grammaireLR(0) peut étre analysée de maniere déterministe. La définition d’'une gramiaifs
correspond a des contraintes qui sont dans la pratique trop fortes pour des grammaires «réelles», pour les-
quelles la construction de la tableR(0) aboutit & des conflits. Le premier type de configuration problé-
matique correspond a une indétermination entre décaler et réduire (chifiliteduce); le second type
correspond a une indétermination sur la réduction a appliquer ; on parle alors deredindlitreduce. Vous

noterez, en revanche, qu'il N’y a jamais de conflitft/shift. Pourquoi ?

Comme pour les analyseurs descendants, il est possible de lever certaines indéterminations en s’autorisant
un regard en avant sur I'entrée courante ; les actions de I'analyseur seront alors conditionnées non seulement
par I'état courant de I'automate d’'analyse, mais également par les symboles non-analysés. Ces analyseurs
font I'objet de la section qui suit.

7.2.3 AnalyseursLR(1), LR(k)...
Regard avant
Commencons par étudier le cas le plus simple, celui oy Iesucosrllrﬂits peuvent étre résolus avec un regard avant

! rm,
de 1. C’est, par exemple, le cas de la grammaire de la

Considérons par exemple une entrée telle guex + = : sans avoir besoin de construire la tablB(0),
il apparait qu'apres avoir empilé le premigrpuis I'avoir réduit erl’, parT — x, deux alternatives vont
s'offrir & 'analyseur :

4Un 'L pour left-to-right, un 'R’ pour rightmost derivation, un 0 pour0 lookahead ; en effet, les décisions (décalage vs. réduc-
tion) sont toujours prises étant uniquement donné I'état courant (le sommet de la pile).
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S — B4

E-T+E|T
T—x
TAB. 7.13 — Une grammaire noh#(0) grm.dp.slr

— soit immédiatement réduifE en £

— soit opérer un décalage et continuer de préparer une réductidn par’ + E.

Or, il apparait que+' ne peut jamais suivrdy dans une dérivation réussie : vous pourrez le vérifier en
construisant des dérivations droites@eCette observation anticipée du prochain symbole a empiler suffit,
dans le cas présent, a lever le non-déterminisme. Comment traduire cette intuition dans notre analyseur ?

La réponse est simple et consiste a modifier la construction de I'automate décrite a la section précédente en
choisissant comme ensemble d’états toutes les paoastituées d’'une production pointée et d’un symbole
terminal. On note ces étatd — 3 e v, a]. La construction du nouvel automate d’analyse (ici LR(1))
(VUX,Q,q,F, o) se déroule alors comme suit :
— pour chague symbole terminal pour chaque productiod — X7 ... X}, ajouter un état pour chacune
desk + 1 productions pointéed — X; ... X, ¢ X;.1 ... X}, ainsi qu'une transitiod([A — X; ... X, e
Xit1. - Xg,a], Xip1) =[A— X1... X; X411 0... X}, al, exprimant 'avancement de
—qo =[S — eX;...Xx,7], 007 vaut pour n'importe quel symbole terminal ;
— F = {[A — «ae,al]}; & chaque état final est associée la producion «;
—0([A = X1...X;, ¢ X;41... X, al,e) = [Xip1 Hss.ggd .m}ffn,b] pour touteX;,; production etpour
toutb dansFIRST (X;42 ... Xa) (voir la sectioHTf?f&Cér@derniére condition permet d'introduire
une information de désambiguisation permet de mieux spécifier les réductions a opérer : en particulier,
dans le cad R(1), on espére qu’en prenant en compte la valeur du premier symbole dérivable depuis
Xita...X,ab il sera possible de sélectionner la bonne action a effectuer en cas de corfljt sur
Pour illustrer ce point, supposons que I'on traite la regle poitée o7 + E : la condition sur'+’
garantit que la seule configuration ou I'on appliquera une rédud@ienT correspondra a une pile de la
forme 8T# ; dans les autres cas (recherche dlupour satisfaire le premier sous-but Be— ¢T' + F),
a l'issue de la reconnaissance’uil faudra impérativement faire un nouveau décalage.
La construction de la table d’analyse a partir de I'automate se déroule comme pour la table LR(0). Détaillons-
en les principales étapes : aprés déterminisation, on obtient un automate fini dont les états finaux sont asso-
ciés a des productions d& On procéde alors comme suit :
— pour chaque transition dgversr étiquetée par un terminal la cas€el'(q, a) contient la séquence d'ac-
tions (décaler, consommeren téte de la pile, aller er) ;
— pour chaque transition deversr étiquetée par un non-termindl la casel’(¢, A) contient la séquence
d’'actions (consommed en téte de la pile, aller er) ;
— pour chaque état final = [A — «e,a], la casel’(¢,a) contient I'unique action (réduire la pile selon
A — «) : on voit qu'ainsi la décision de réduction, ainsi que la production a appliquer, est maintenant
conditionnée par la valeur du regard avant assogié a
LorsqueT’() ne contient pas de conflit, la grammaire est ditg(1). Il existe des grammaireSR(1) ou
quasiLR(1) pour la majorité des langages informatiques utilisés dans la pratique.

En revanche, lorsque la table de I'analyséu(1) contient des conflits, il est de nouveau possible de
chercher & augmenter le regard avant pour résoudre les conflits restants. Dans la’ptatitgfeis, pour

SEn fait, les prendréoutesest un peu excessif, comme il apparaitra bient6t.

SEt pas simplement depuik; -, qui peut étre vide, par exemple lorsgie,, est le dernier symbole de la partie droite ou
lorsque I'on a affaire a uneproduction.

"Il existe une autre raison, théorique celle-1a, qui justifie qu’on se limite aux grammaires LR(1) : les grammaires LR(1) en-
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éviter la manipulation de tables trop volumineuses, on préférera chercher des moyens ad-hoc de résoudre les
conflits dans les tableSR(1) plutdt que d’envisager de construire des talllég2) ou plus. Une maniere
courante de résoudre les conflits consiste a imposer des priorités via des regles du type : “en présence d’'un
conflit shift/reduce, toujours choisir de décéler

Enqg]uigr; d’application, le lecteur est invité a s’attaquer a la construction de |dt&Bblg pour la grammaire
0.

i L . . . :
[13et den déduire un analyseur déterministe pour cette grammaire. Idem pour la grammaire de la table
/.14, qui engendre des mots tels quie= * * x.

S’ — S#
S—-V=F|FE
E-V
V —>xE |z
TAB. 7.14 — Une grammaire pour les manipulations de pointeurs grm.dp.Irl

. . . .. ffig.dp.handlel
Pour vous aider dans votre construction, vous pouvez vous aider de I'automate reproduit a ﬁ%mm
permet de visualiser I'effet de I'ajout du regard avant sur la construction de I'automate d’analyse.

Une construction directe

Construire manuellement la table d’analyse LR() est fastidieux, en particulier a cause du passage par un
automate non-déterministe, qui implique d’utiliser successivement des procédures de suppression des tran-
sitions spontanées, puis de déterminisation. Dans la mesure ou la forme de I'automate est trés stéréotypée,
il est possible d’envisager la construction directe de I'automate déterminisé a partir de la grammaire, en
s’aidant des remarques suivantes :
— chaque état du déterminisé est un ensemble d’éléments de |a [fonode stsiggfga}]r&tf(ség, terminjal ceci

du fait de I'application de la construction des sous-ensembles (cf. la s
— la suppression des transitions spontanées induit la notiolotlge: la cloture d’un état (non-déterministe)

étant I'ensemble des états atteints par une ou plusieurs transitions spontanées.

Au final, la procédure de constructi N %u Fr)lﬁlpest donc la suivante : En guise d’application, vous iércifi%%lel
que la mise en ceuvre de I’algorithv%e; ohstruitdirectement le déterminisé de 'automate de la fi%%zr' &

@ 7.2.4 Compléments

LR et LL Lafamille des analyseurBR(k) permet d’analyser tous les langages(k) et bien d’autres
langages non-ambigus. La raison de cette plus grande généricité des analy3estsau fond leur plus
grande «prudence» : alors qu’un analyséur(k) doit pouvoir sélectionner sans erreur une production
A — «a sur la seule base déssymboles terminaux non encore appariés (dont tout ou partie peut étre dérivé
de A), un analyseuL.R(k) fonde sa décision d’appliquer une réductidn— « sur (i) la connaissance de
I'intégralité de la partie droite et (ii) la connaissance déssymboles terminaux a droite de Pour k fixé,

gendrent tous les langages hors-contextes déterministes! En d’autres termes, 'augmentation du regard avant est certes susceptible
de conduire a des grammaires plus simples a analyser; mais ne change rien a I'expressivité des grammaires. La situation differe
donc ici de ce qu’on observe pour la famille des grammaires LL(k), qui induit une hiérarchie stricte de langages.

8Ce choix de privilégier le décalage sur la réduction n’est pas innocent : en cas d’imbrication de structures concurrentes, il
permet de privilégier la structure la plus intérieure, ce qui correspond bien aux atteintes des humains. C’est ainsi quéfla phrase
cndl then if cond2 then instl else inst2 sera plus naturellement interprétiéecndl then (if cond2
then instl else inst2) queif cndl then (if cond2 then instl) else inst2 en laissant simplement
la priorité au décalage delse qu’alaréduction d& cond2 then instl
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Algorithm 9 Construction de I'automate d’'analyse LR(1)

/I Programme principal
begin
qo = Closure([S" — oS#,7]) Il L'état initial de A
Q := {qo} Il Les états del
T := 0 // Les transitions del
while (true) do
Qi =@
T, =T
foreachq € @ do // g est lui-méme un ensemble!
foreach[A — e Xv,a] € ¢do
r = Successor(q, X)
Q:=Quir}
T:=TU{(q,X,7)}
od
od
I/ test de stabilisation
if (Q=Q; NT =T, thenbreakfi
od
end
/I Procédures auxiliaires
Closure(q) // Construction directe de kaclosure
begin
while (true) do
q; ‘=g
foreach[A — B e X~,a] € ¢gdo
foreach (X — a) € P do
foreachb € FIRST(ya) do
q:=qU[X — eq,l]
od
od
od
I/ test de stabilisation
if (¢ = ¢;) thenbreak fi
od
return(q)
end
Successor(q, X) I/ Développement des branches
begin
=10
foreach[A — e Xv,a] € ¢do
r=rU[A— X ev,al
od
return(Closure(r))
end
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FIG. 7.4 — Les réductions licites pour la grammait fig.dp.han

Pour améliorer la lisibilité, les ne sont pas représentés. L'état d’acceptation est représenté en gras.

il est alors normal qu’un analyseiif(k), ayant plus d'information & sa disposition qu’un analyseur LL(k),
fasse des choix plus éclairés, faisant ainsi porter moins de contraintes sur la forme de la grammaire.

Génération d’analyseurs Lorsque I'on s'intéresse a des grammaires réelles, la construction de I'automate

et de la table d’analysé R peut rapidement conduire & de trés gros automates : il est en fait nécessaire de
déterminiser un automate dont le nombre d'états est proport'sosnerg_c?sl én@sgomme des longueurs des parties
droites des productions de; étape qui peut conduire (cf. la sectlﬁTI.ZI) a un automate déterministe ayant
exponentiellement plus d’états que le non-déterministe d'origine. Il devient alors intéressant de recourir a
des programmes capables de construire automatiquement un analyseur pour une gramibée existe

de nombreux, dont le plus famewqcc est disponible et documenté (dans sa version libre, connue sous le
nom debison ) a I'adresse suivantenttp://www.gnu.org/software/bison/bison.html

LRetLALRet... Utiliserun générateur d’analyseur tel goison ne fait que reporter sur la machine la

charge de construire (et manipuler) un gros automate ; ce qui, en dépit de I'indéniable bonne volonté générale
des machines, peut malgré tout poser probleme. Le reméde le plus connu est d'essayer de cawecesser
perte lorsque cela est possible (et c’est le cas général) les tables d’aidlfd¢, donnant lieu a la classe
d’'analyseursLALR(1), qui sont ceux que construyacc . Il existe de nombreuses autres variantes des
analyseurd. R visant a fournir des solutions pour sauver le déterminisme de I'analyse, tout en maintenant
les tables dans des proportions raisonnables. Nous auroq&golc%gsion de revenir beaucoup plus en détail sur
les analyseur§L A)LR et leurs multiples variantes au chapitre
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Chapitre 8

Normalisation des grammaires CF

Dans ce chapitre, nous étudions quelques résultats complémentaires concernant les grammaires hors-contexte
résultats qui garantissent, d’'une part, que les cas de regles «patholo icﬂgegﬁl identifiés dans les sections pré-
cédentesd productions, récursions gauches...) (voir notamment le ch%ﬁessedent des remédes bien
identifiés et, d’autre part, qu'il est possible d'imposepriori la forme de la grammaire, en utilisant des
transformations permettant de mettre les productions sous une forme standardisée. On parle, dans ce cas, de
forme normale

phylaxy | 8.1 Simplification des grammaires CF

Dans cette section, nous nous intéressons tout d’abord aux procédures qui permettent de simplifier les gram-
maires CF, en particulier pour faire disparaitre un certain nombre de configurations potentiellement emba-
rassantes pour les procédures d’analyse.

E 8.1.1 Quelques préliminaires

Commencons par deux résultats élémentaires, que nous avons utilisé sans les formaliser a différentes re-
prises.

Définition 8.1 (Sous-grammaire) SoitG = (V, %, S, P) une grammaire CF. On appelgous-grammaire
toute grammairez’ = (V, %, S, P’), avecP’ C P. SiG’ est une sous-grammaire de alors L(G') C
L(G).

Une sous-grammaire d& n’utilise qu’un sous-ensemble des productiong#lele langage engendré est
donc un sous-ensemble du langage engendrépar

Une seconde notion utile est celle du langage engendré par un non-teAnkFaimellement,

Définition 8.2 (Langage engendré par un non-terminal)SoitG = (V, %, S, P) une grammaire CF. On
appelle langage engendré par le non-termindlle langageL 4(G) engendré par la grammairé’’ =
(V,, A, P).

Le langage engendré par un non-terminal est donc obtenu en choisissant ce non-terminal comme axiome.
Le langage engendré par grammaiest donc simplement le langade (G).
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Le procédé suivant nous fournit un premier moyen pour construire systématiquement des grammaires équi-
valentes & une grammairg. De maniere informelle, ce procédé consiste a court-circuiter des étapes de
dérivation en les remplacant par une dérivation en une étape. Ceci peut étre effectué sans changer le langage
engendré ; comme le formalise le résultat qui suit.

Lemme 8.1 («Court-circuitage» des dérivations)SoitG = (V, X, S, P) une grammaire CF ; soierd un
non-terminal ety une séquence de terminaux et non-terminaux telsiqeé; . AlorsG’ = (V, %, S, PU
{A — a}) est faiblement équivalente(@

Preuve : le lemme précédent concernant les sous-grammaires nous asduf@ pueL (G’). Inversement,
soitu dansL(G") : si sa dérivation n’utilise pas la productioh— «, alors la méme dérivation existe dans
G : sinon si sa dérivation utilisd — «, alors il existe une dérivation dadsutilisantA =7¢ «.

Nous terminons cette section par un second procédé permettant de construire des grammaires équivalentes,
qui utilise en quelque sorte la distributivité des productions.

Lemme 8.2 («Distributivité» des dérivations) Soit G une CFG,A — «1 Bas une A-production deG et
{B — (1,...,B — (3,} 'ensemble de®-productions. Alors la grammair&’ dérivée de= en supprimant
la A-production A — a3 Bay et en la remplacant par I'ensembled — «;5109,..., A — a1fp02}
reconnait le méme langage qak De nouveau(r et G’ sont faiblement équivalentes.

La démonstration de ce second résultat est laissée en exercice.

8.1.2 Non-terminaux inutiles

La seule contrainte définitoire posée sur les productions des CFG est que leur partie gauche soit réduite a un
non-terminal unique. Toutefois, un certain nombre de configurations posent des problémes pratiques, notam-
ment en ce qui concerne le parsage de la grammaire. Nous abordons, dans cette section, des configurations
qui, sans introduire de difficultés majeures, sont source d'inefficacité.

Une premiére source d'inefficacité provient de I'existence de non-terminaux n'apparaissant que dans des
parties droites de régles. En fait, ces non-terminaux ne dérivent aucun mot, et peuvent tranquillement étre
supprimés, ainsi que les regles qui les contiennent, sans changer le langage engendré par la grammaire.

Une configuration voisine est fournie par des non-terminaux (non-initiaux!) qui n'apparaitraient dans au-
cune partie droite. Ces non-terminaux ne pouvant étre dérivés de I'axiome, ils sont aussi inutiles et peuvent
étre supprimés.

Enfin, les non-terminaux improductifs sont ceux qui, bien que dérivables depuis I'axiome, ne peuvent appa-
raitre dans dérivation réussie, parce gu'ils sont impossibles a éliminer. Pensez par exemple a un non-terminal
X qui n'apparaitrait (en partie gauche) que dans une seule régle de laXormeX.

Formalisons maintenant ces notions pour construire un algorithme permettant de se débarasser des non-
terminaux et des productions inutiles.

Définition 8.3 (Utilité d’une production) SoitG une CFG, on dit qu'une productioR = A — « deG est
utile si et seulement s'il existe un mottel queS = zAy =¢ zay =¢  w. Sinon, on dit queP est
inutile. On appelle, de mémaetilesles non-terminaux qui apparaissent en partie gauche des régles utiles.

L'identification des productions et non-terminaux utiles se fait algorithmiquement en appliquant les deux
procédures suivantes :
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— La premiére étape consiste & étudier successivement toutes les gram{Gajres € V'}, avecG4 =
(V, X, A, P). L(G 4) contient donc I'ensemble deg phrases qui se dérivent depuis le non-termida|
nous savons qu'il existe un algorithme (cf. la sectiﬁﬁ) p;ermettant de déterminer5{G 4) estvide. On
construit alors?’ en supprimant dé& tous les non-terminauxX pour lesqueld.(G4) = 0, ainsi que les
productions dans lesquels ils apparaissdra grammaires’ ainsi construite est fortement équivalente a
G. En effet :
— L(G") C G, par le simple fait qu&’ est une sous-grammaire deet que les dérivations gauches de
G’ sont identiques a celles de
— L(G) c G': s'il existe une séquencetelle queS =¢ u etS A& u, alors nécessairement la
dérivation deu contient un des non-terminaux éliminés@eCe non-terminal dérive un des facteurs
dew, donc engendre un langage non-vide, ce qui contredit I'hypothése.
Ceci n’est toutefois pas suffisant pour garantir qu'un non-terminal est utile : il faut, de plus, vérifier qu'il
peut étre dérivé depuis. C’est I'objet de la seconde phase de I'algorithme.
— Dans une seconde étape, on construit récursivement les ense¥abktsP;; contenant respectivement
des non-terminaux et des productions. Ces ensembles contiennent initialement respectivertmries
les productions de partie gaucHeSi, a une étape donnée de la récursign,contientA, alors on ajoute
a Py toutes les régles dont est partie gauche, etl§;; tous les non-terminaux figurant dans les parties
droites de ces régles. Cette procédure s’arréte apres un nombre fini d’itérations, quand plus aucun non-
terminal ne peut-étre ajoutéN;. Par construction, pour toute productidn— « de Py, il existea; et
as tels queS = aAas =¢ ajaas.
En supprimant de&7 tous les terminaux qui ne sont pas dd¥ig ainsi que les productionB corres-
pondantes, on construit, a partir @ une nouvelle sous-grammaif#, qui ne contient par construction
que des terminaux et des productions utiles. Par un argument similaire au précédent, on véafiesjue
fortement équivalente @.
Attention : ces deux procédures doivent étre appliquées dans un ordre précis. En particulier, il faut commen-
cer par supprimer les variables ne générant aucun mot, puis éliminer celles ga%i_rgjggé?&rsaissent dans aucune

dérivation. Vous pourrez vous en convaincre en examinant la grammaire de l&.table
S —a|AB
A=b
TAB. 8.1 — Elimination des productions inutiles : I'ordre importe [tab.nf.use
@ 8.1.3 Cycles et productions non-génératives

Les cycles correspondent & des configurations mettant en jeu des productions «improductives» de la forme
A — B. Ces productions, que I'on appetlen-génératives effectuent un simple renommage de variable,

sans réellement entrainer la génération (immédiate ou indirecte) de symboles terminaux (autres que ceux
engendrés par la partie droite de la régle).

Ces productions sont potentiellement nuisibles pour les algorithmes de génération ou d’analyse ascendante,
qui peuvent étre conduits dans des boucles sans fin. Ceci est évident dans le cas de productions de type
A — A, mais apparait également lorsque I'on a des cycles de productions non-génératives comme dans :
A— B, B — C,C — A. Ces cycles doivent donc faire I'objet d’un traitement particulier. Fort heureuse-
ment, pour chaque phrase dont la dérivation contient un cycle, il existe également une dérivation sans cycle,

!La procédure esquissée ici est mathématiquement suffisante, mais algorithmiquement naive. Une implémentation plus efficace
consisterait a déterminer de proche en proche I'ensemble des non-terminaux engendrant un langage non-vide, par une procédure
similaire a celle décrite plus loin. L'écriture d’un tel algorithme est laissée en exercice.
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suggeérant gu'il est possible de se débarrasser des cycles sans changer le langage reconnu. C’est précisémen
ce gu’affirme le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 (Elimination des cycles)Soit G une CFG, alors il existe une CFG fortement équivalente
qui ne contient aucune production de la formde~ B, ou A et B sont des non-terminaux.

Preuve. Avant de rentrer dans les détails techniques, donnons I'intuition de la construction qui va étre déve-
loppée dans la suite : pour se débarasser d’'une regteB sans perdre de dérivation, il «suffit» de rajouter

a la grammaire une régléd — 3 pour chaque regld — 3 : ceci permet effectivement bien de court-
circuiter la production non-générative. Reste un probléme a résoudre : que faire des prodsictioN®

En d’autre termes, comment faire pour s’assurer qu’en se débarrassant d’'une production non-générative, on
n'en a pas ajouté une autre ? L'idée est de construire en quelque sorte la cléture transitive de ces productions
non-génératives, afin de détecter (et de supprimer) les cycles impliquant de telles productions.

Définition 8.4 B € V dérive immédiatement non-générativemeniddansG si et seulement si — B
est une production dé. On noterad —¢ B.

B dérive non-générativement dedansG, notéA —. si et seulement 81X ... X,, dansV tels que

A—g X1...—~q X, —¢ B

Pour chaque variabld, il est possible, par un algorithme de parcours du graphe de la relatipn de
déterminer de proche en proctig = {A} U{X € V,A 3¢ X}.

Construisons alor§” suivant :
— G’ ale méme axiome, les mémes terminaux et non-terminaux;que
— A — « estune production dé” si et seulement s'il existe dadsune productionX — «a, avecX € Cy

eta ¢ V. Cette derniére condition assure en particulier Guest bien sans production non-générative.
En d’autres termes, on remplace les producti@ns- « de G en court-circuitant (de toutes les maniéeres
possibles)X. Montrons alors qué&’ est bien équivalente @. Soit en effetD une dérivation gauche mini-
male dang7, contenant une séquence (nécessairement sans cycle) maximale de productions non-génératives
X1 ... X} suivie d'une production générative, — «. Cette séquence peut étre remplacéeXar «, qui
par construction existe dad#. Inversement, toute dérivation daf¥sou bien n’inclut que des productions
de G, ou bien inclut au moins une productigh— « qui n’est pas dan&'. Mais alors il existe dan& une
séquence de régles non-génératides: ... X — « et la dérivationD existe également daris. On notera
gue contrairement a l'algorithme d’élimination des variables inutiles, cette transformation a pour effet de
modifier (en fait d’aplatir) les arbres de dérivatiof¥ et G’ ne sont que faiblement équivalentes.

. . . o . ab.nf.cycles
Pour illustrer le fonctionnement de cet algorithme, considérons la grammaire de |&. calculde la

S—-A|S—B
A—-B|B—-C
C—-B|A—aB
A—-B|C— Aa
B—bb|C —adAa
TAB. 8.2 — Une grammaire contenant des productions non-génératives tab.nf.cyc
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cléture transitive de-~¢ conduit aux ensembles suivants :

Cs ={S,A,B,C}

Ca={A,B,C}
Cp={B,C}
Co ={B,C}

. . . L, tab.nf.nocycles
La grammaire>’ contient alors les productions listées dans la t&tequi correspondent aux quatre seules

productions générativesi:— aB, B — bb, C' — aAa, C — Aa.

S —aB | A—aB
S — bb A—Dbb

S —aAa | A~ aAa
S —Aa | A— Aa
B —bb C — aAa
B —aAa | C — Aa
B—Aa |C—bb

TAB. 8.3 — Une grammaire débarrassée de ses productions non-génératives tab.nf.noc

.epsilon 8.1.4 e-Productions

SiI'on accepte la version libérale de la définition des grammaires CF (cf. la discussion de Iag%%ﬁm
un cas particulier de regle licite correspond au cas ou la partie droite d’'une production esA vide Ceci

n'est pas génant en génération et signifie simplement que le non-terminal introduypsan€tre supprimé

de la dérivation. Pour les algorithmes d’analyse, en revanche, ces productions particulieres peuvent singulie-
rement compliquer le travail de I'analyseur, puisqu'’il devra a tout moment examiner la possibilité d'insérer

un non-terminal. Il est donc préférable de chercher a se débarasser de ces productions avant d’envisager
d’opérer une analyse : le résultat suivant nous dit qu'il est possible d’opérer une telle transformation et nous
montre comment la mettre en ceuvre.

Théoréme 8.2 (Suppression des productiong Si L est un langage engendré par une grammaire @F
telle que toute production d€' est de la formed — «, aveca éventuellement vide, alors peut étre
engendré par une grammaire dont les productions sont 4oit «, aveca non-vide, soitS — ¢, et.S
n’apparait dans la partie droite d’aucune regle.

Ce résultat dit deux choses : d'une part que I'on peut éliminer toutesdesduction sauf une unique dont

la partie gauche est alors I'axiome ; d’autre part que I'axiome lui-méme peut étre rendu non-récursif (ie. ne
figurer dans aucune partie droite). L'intuition du premier de ces deux résultats s’exprime commeG@uit : Si
dérivee, ce ne peut étre qu’au terme d’un enchainement de productions n'impliquant que des terminaux qui
engendrent. En propageant de maniére ascendante la propriété de démrese raméne a une grammaire
équivalente dans laguelle seul I'axiome dérive (directement)

Preuve : Commencons par le second résultat en considérant le cas d’'une grathadtinettant un axiome
récursifS. Pour obtenir une grammair@ (faiblement) équivalente, il suffit d’'introduire un nouveau non-
terminal S’, qui sera le nouvel axiome d& et une nouvelle production§’ — S. Cette transformation
n'affecte pas le langage engendré par la gramngire
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Supposons alors, sans perte de généralité, que I'axionde et non-récursif et intéressons-nous a I'en-
sembleV; des variablesA de G telles que le langage engendré pBrL 4, contiente. Quels sont-ils ? Un
cas évident correspond aux productiohs- ¢. Mais e peut également se déduire depdipar deux regles

A — a — ¢, a condition que tous les symboles desoient eux-mémes dans. On reconnait sous cette
formulation le probléme du calcul de I’ensen%lgg%%%fgue nous avons déja étudié lors de la présentation

des analyseurs LL (voir en particulier la sect|Ziﬁ.3.l

Une foisV, (AKA NULL) calculé, la transformation d& suivante conduit a une grammadz faiblement
équivalente G’ contient les mémes axiome, non-terminaux et terminaux@@ube surcroit,G’ contient
toutes les productions d& n'impliquant aucune variable dé. Finalement, sG contient une production
A — q, telle quea inclut des éléments dg., alorsG’ contienttoutes les productionde typeA — 3, ol
(3 s’obtient depuisy en supprimant une ou plusieurs variables/@eFinalement si5 est dand/,, alorsG’
contientS — ¢. G’ ainsi construite est équivalent&a: notons que toute dérivation dequi n’inclut aucun
symbole déV. se déroule a I'indentique daxs. Soit maintenant une dérivation impliquant un symbole de
V. : soit il s'agit deS ='¢ ¢ et la productionS — ¢ permet une dérivation équivalente dagfs soit il
s’agit d’une dérivatiorS = o =¢ [ ='¢ u, avecu # ¢ et 3 contient au moins un symbol€ deV,,
mais pasy. Mais pour chagu& de 3, soit X engendre un facteur vide dg et il existe une production de
G’ qui se dispense d’introduire ce non-terminal dans I'étape (3; soit au contraireX n’engendre pas
un facteur vide et la méme dérivation existe dafisOn conclut donc qué(G) = L(G').

8.1.5 Elimination des récursions gauches directes

On appelledirectement récursifkes terminauxA d’une grammaires qui sont tels qued = A« (récur-
sion gauche) oul = «A (récursion droite). Les productions impliquant des récursions gauches directes

posent des S@(r:oal:gl s es aux analyseurs descendants, qui peuvent étre entrainés dans des boucles sans fin (cf
les section®.3etl/.1). Pour utiliser de tels analyseurs, il importe donc de savoir se débarraser de telles pro-

ductions. Nous nous attaq ons in(%i aux récursions gauches directes; les récursions gauches indirectes seront
traitées plus loin (a la secti@hZ.2).

Il existe un procédé mécanique permettant d’éliminer ces productions, tout en préservant le langage reconnu.
L'intuition de ce procédé est la suivante : de maniére générique, un terminal récursif & gauche est impliqué
dans la partie gauche de deux types de production : celles qui sont effectivement récursives a gauche et qui
sont de la forme :

A— Aoy | Aag ... | Aay

et celles qui permettent d’éliminer ce non-terminal, et qui sont de la forme :
A=pBi|B2 | Bm

ou le premier symbole; de 3; n'est pas unA.

L'effet net de l'utilisation de ces productions conduit donc a des dérivations gaucheslaes lesquelles
on «accumule» a droite dé un nombre arbitraire de; ; I'élimination de A introduisant en téte de la
proto-phrase le symbole (terminal ou non-termingl)Formellement :

A=qa Aail =G AaiQOzil R :>*G Aain e 7
L'élimination de A par la productiomd — 3; conduit a une protophrase
ﬁjain Qg

dont le symbole initial est done;. Le principe de la transformation consiste a produifesans délai et a
simultanément transformer la récursion gauche (qui «accumule» simplemeptéesune récursion droite.
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Le premier de ces buts est servi par I'introduction d’'un nouveau non-teridahs des productions de la
forme :

A= G| Ba... | B | LR...BmR

La récursivité du terminall est préservée par la nouvelle série de productions :

R—-aR|wR...cpR|aq|ag... | oy

On vérifie, par les technigues habituelles de preuve (eg. par induction sur la longueur des dérivations) que
cette transformation produit bien une grammaire (faiblement) équivalente & la grammaire de départ.

. . . . . . L. . . lssec.dp.glll
En guise d'illustration, reprenons la grammaire des expressions arithmétique, entrevue a IaJ?sEﬁlon
lors de notre présentation des analyseur Ir_nITqr)an([‘hette grammaire, qui contient deux terminaux directement
récursifs & gauche, est rappéeldans la tabI?@E.ZL' '

S—=S—F|F
F—F/T|T
T=(5)| D
D—0|...]9|0D]| ... |9D
TAB. 8.4 — Une grammaire pour les expressions arithmétiques grm.nf.ari

Le premier non-terminal a traiter eSt qui contient une régle directement récursive et une régle qui ne
I'est pas. On introduit donc le nouveau symbdle ainsi que les deux productionsS: — FS’ | F et
S’ — —FS'| — F. Le traitement du symbol&' se déroule de maniére exactement analogue.

8.2 Formes normales

La notion deforme normaled’une grammaire répond a la nécessité, pour un certain nombre d’algorithmes

de parsage, de disposer d’'une connaissamaeori sur la forme des productions de la grammaire. Cette
connaissance est exploitée pour simplifier la programmation d’'un algorithme de parsage, ou encore pour
accélérer I'analyse. Les principales formes normales (de Chomsky et de Greibach) sont décrites dans les
sections qui suivent. On verra que les algorithmes de mise sous forme normale construisent des grammaires
faiblement équivalentes a la grammaire d’origine : les arbres de dérivation de la grammaire normalisée
devront donc étre transformés pour reconstruire les dérivations (et les interprétations) de la grammaire ori-
ginale.

ecnfcnf | 8.2.1 Forme normale de Chomsky

Théoreme 8.3 (Forme normale de Chomsky)Toute grammaire hors-contexte admet une grammaire équi-
valente dans laquelle toutes les productions sont soit de la fetme BC, soit de la formed — a, avec

A, B, C des non-terminaux et un terminal. Si, de surcroit§ :>*G ¢, alors la forme normale contient
égalements — e. Cette forme est appelderme normale de Chomskyabrégée en CNF conformément a
la terminologie anglaise (Chomsky Normal Form).

2A une différence preés, et de taille : nous utilisons ici les opérateuss,/, qui sont ceux qui sont associatifs par la gauche et
qui justifient I'écriture d’'une grammaire avec une récursion gauche. Si I'on avait-auie, il suffirait d’écrire les regles avec une
récursivité droite et le tour serait joué!
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; . o . sec.nf.prophylaxy . L,
Preuve : Les résultats de simplification obtenus a la seBtibnous permetitent de faire en toute généralité

I'hypothése qué&- ne contient pas de productierautre que éventuellement g§e— € et que siA — X est
une production dé7, alors X est nécessairement terminal (il n’y a plus de production non-générative).

La réduction des autres productions procéde en deux étapes : elle généralise tout d’abord l'introduction des
terminaux par des régles ne contenant que ce seul élément en partie droite ; puis elle raméne toutes les autres
productions a la forme normale correspondant a deux non-terminaux en partie droite.

Premiere étape : construisos= (V', %, S, P’) selon :
— V'’ contient tous les symboles dig;
— toute production dé” de la formed — a ou A — X7 ... X}, avec tous les(; dansV appartient &’ ;
— soit A — X;...X,, contenant au moins un terminal : pour chatgreninal X; de la partie droite, on crée
un nouveau non-termindl; et une productio; — X;; on remplace finalemem — X;...X,, par une
version dans laquelle chague terminal est remplacé par le non-te®ionalrespondant.
Par de simples raisonnements inductifs sur la longueur de la dérivation, on montre que pour toute variable de
G, A = usietseulementsi = u, puis I'égalité des langages engendrés par ces deux grammaires.
Sieneffetd » v = uy...u;, onadangy :

A—=C...C,=uiCs...Cp... = w

Supposons que cette propriété soit vraie pour toutes les dérivations de longetwoit A et « tels que
A = wenn + 1 étapes. La premiére production est de la forme = 24,294, ... A;, : ou chaque
x; he contient que des terminaux. Par hypothese de récurrence, les portioesgendrés dans par les
variablesA; se dérivent églement dadg ; par construction chaque; se dérive dans:’ en utilisant les
nouvelles variable€);, doncA =7 . La réciproque se montre de maniére similaire.

Seconde phase de la procédure : transfori@nG” de maniére que, dans cette nouvelle grammaire, toutes
les productions aient exactement soit un terminal, soit deux non-terminaux en partie droite. La encore, la
solution est relativement simple : il suffit de changer toutes les productions dultyp&s;...B,,, m > 3

dansG’ par 'ensemble des productions suivantes (les non-terminaux sont créés pour I'occgsion) :

By Dy, Dy — By Do, ... ,Dy,—2 = By,—1 By, }. Il est, de nouveau, relativement direct de montrer que le
langage engendré par cette grammaire est le méme que celui engendré par

Les arbres de dérivation des grammaires CNF ont alors une forme extrémement caractéristique, puisque
chaque noeud interne de I'arbre a soit un fils unique, et ce fils est une feuille portant un symbole terminal ;
soit exactement deux fils et ces deux fils sont des variables.

Comgtagn xe |zB|e d'application, détaillez la mise sous forme normale de Chomsky de grammaire décrite a la

S—bA |S —aB
A—a B—b
A—aS |B~—bS
A—bAA | B~ aBB

TAB. 8.5 — Une grammaire & Chomsky-normaliser tab.nf.cnfi

Cette normalisation présente de nombreux avantages :

— un premier avantage est que les terminaux sont introduits par des productions dédiéesAle-type
(au moins une par terminal). Ceci s'avere particulierement bienvenu pour les algorithmes de parsage
ascendant.
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greibach

— La mise sous CNF facilite également les étapes de réduction des analyseurs ascendants, puisqu’il suffit
simplement de regarder les couples de non-terminaux successifs pour juger si une telle opération est
possible.

En revanche, cette transformation conduit en général a une augmentation de la taille de la grammaire, me-

surée en nombre de productions. Cette augmentation joue dans le sens d’une pénalisation générale des

performances des analyseurs.

8.2.2 Forme normale de Greibach

La transformation d’'une grammaire en une grammaire sous forme nogrsréglr% ﬁieeCGreibach généralise en un
sens le procédé d élimination des récursions gauches directes (cf. la &ﬁ&imans l[a mesure ou elle
impose que chaque production augmente de maniére strictement monotone le préfixe terminal de la proto-
phrase.

Formellement, la forme normale de Greibach est définie dans le théoréme suivant :

Théoréme 8.4 (Forme normale de Greibach)Tout langage hors-contexte peut étre engendré par une gram-
maire dont toutes les productions sont de la forhe> a«, aveca un terminal eta est une séquence de
non-terminaux (éventuellement vide). Cette grammaire est apfugtée normale de Greibaghen abrégé
GNF.

Preuve : La preuve repose, comme précédemment, sur un algorithme constructif permettant de dériver la
forme normale de Greibach a partir d’'une grammaire CF quelconque. Cet algorithme utilise de deux procé-
dés déja présentés, qui tout deux transforment une grammaire CF en une grammaire équivalente.

. " Co lemma.nf.shunt _
Le premier procédé est celui decrlt au lemi# et consiste a ajouter une productlgsgseC o raeG si 'on
observe dan§ la dérivationA =’¢ «. Le second procédé est décrit dans la se et consiste a
transformer une récursion gauche en récursion droite par ajout d’un nouveau non-terminal.

L'algorithme de construction repose sur une numérotation arbitraire des variables, I'axiome recevant conven-
tionnellement le numérd. On montre alors que :

Lemme 8.3 SoitG une grammaire CF. Il existe une grammaire équivalertelont toutes les productions
sont de la forme :

— A — aa, aveca dansX:

— A — B, et B est classétrictement aprés Aans I'ordonnancement des non-terminaux.

La procédure de construction d¢ est itérative et traite les terminaux dans I'ordre dans lequel ils sont
classés. On note, pour débuter, que si I'on a pris soin de se ra ener .‘eurﬂgngrammaire dont I'axiome est
non récursif, ce que I'on sait toujours faire (cf. le résultat de | L secliom), alors toutes les productions

dontsS est partie gauche satisfont par avance la propriété du lesninsupposons que I'on a déja traité les
non-terminaux numérotés de @ & 1, et considérons le non-termindl. Soit A; — « une production dont

A; est partie gauchea peut contenir trois types d'occurences de symboles non-terminaux :

— (a) des occurences de terminaux qui sont classés avant

— (b) des occurences d& ;

— (c) des occurrences de symboles qui sont classés dprés emma.nt.distrib

Pour les occurrences de type (a), on applique itérativement le résultat du Eﬁﬁrﬁﬂﬁﬂ@symboles

selon leur classement : chaque occurrence d’un terminal < i est remplacée par I'expansion de toutes

les parties droites correspondantes. Par I'hypothése de récurrence, tous les non-terminaux ainsi introduits
ont nécessairement un indice strictement supériguCieci implique qu’a l'issue de cette phase, toutes les
productions déduites d&; — « sont telles que leur partie droite ne contient que des variables dont I'indice
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est au [noinsf. Touii)e a}roduction dont le coin gauche n’est phssatisfait par construction la propriété du
lemma.nf.greiba 2 . .

lemmeB.3" Taissons-les en I'état. Les productions dont le coin gauchd gsbnt de la formed; — A;(,

sont donc dis%g;[:enm(r—:-er(\:t récursives a gauche. Il est possible de transformgplesiuctions selon le procédé

dela sectior%.I.S sans introduire en coin gauche de variable précédantlans le classemenfu terme

de cetj%rﬂr%g\aglI(reelttgg&sformation, tous les non-terminaux d’'indice infériewr A satisfont la propriété du

lemmeB8.3.0On notera qu” a l'issue de cette étape de l'algorittGhest débarrassée de toutes les chaines de

récursion gauche : on peut en particulier envisager de mettre en ceuvre d ssegraalp(ses descendantes et s’attelel

iédtjopin

a la construction de la table d’analyse prédictive correspondante (voir la
N . . L, tab.nf.gnfize
lllustrons cette premiére partie de la construction en considérant | e

Etat initial S — AjAs

A1 - A1A1 | a

AQ - A1A1 | A2A1 ‘ b
Traitementded; | S — AsAs

Al —alaR R, est nouveau
AQ - A1A1 | A2A1 ‘ b
Ri— A1 | A1Ry récursion droite

Traitementdeds | S — AxAs

(premiére étape)| A; — aA; | A1 Ry

AQ - aA1A1 | aA1R1A1 | A2A1 | b

Rl - Al | A1R1

Traitementded, | S — AsAs

(seconde étape)| A; — aA; | aA1 Ry

AQ - CLAlAl | aA1R1A1 ’ b | aA1A1R2 | aA1R1A1R2 | bRQ

Ry — Ay | AtRy
Ry — A1 | ARy
TAB. 8.6 — Une grammaire en cours de Greibach-normalisation tab.nf.gnfi

Considérons maintenant ce qu’il advient aprés que I'on achéve de traimiernon-terminald,,. Comme

les autres, il satisfait la propriété que le coin gauche de toute$ Jggoductions est soit un terminal, soit

un non-terminal d’indice strictement plus petit. Comme ce second cas de figure n’est pas possible, c’est
donc que toutes led,,-productions sont de la forme4,, — a«, aveca € 3, qui est la forme recherchée

pour laGN F'. Considérons alors le$,,_; productions : soit elles ont un coin gauche terminal, et sont déja
conformes a la Gl}lelfn;msaori]} S,‘éﬁﬁ,o% comme coin gauche. Dans ce second cas, en utilisant de nouveau le
procédé du Iemm%.z, i 'est possible de faire remplacdr, par les parties droites des,-productions et

faire ainsi émerger un coin gauche terminal. En itérant ce processusg pourai = 0, puis finalement

pour les nouveaux non-terminaux introduits pour défaire les récursions gauches, on aboutit de proche en
proche a une grammaire GNF.
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Deuxieme partie

e COmpléments : Algorithmes d'analyse
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Cette partie correspond au cours “Compléments sur les gramaires” de la brique MFI.

108



c.pda.pda
concepts

Chapitre 9

Automates a pile et langages déterministes

Dans ce chapitre, nous introduisons un nouveau type d’automate (i:ﬁg%mates a pileCes automates
constituent une généralisation des automates finis étudiés au cl‘LﬁﬁEmes avoir donné différentes
définitions de ces nouvelles machines, et précisé leur fonctionnement, nous montrons le résultat princi-
pal de ce chapitre : les automates a pile (non-déterministes) reconnaissent exactement les langages hors-
contexte. Nous complétons ce chapitre par une caractérisation des langages déterministes, et par un énoncé
de quelques résultats importants concernant ces langages.

9.1 Automates a piles

9.1.1 Concepts
Un exemple introductif

Le modéle des automates finis souffre d’une limitation manifeste : sa mémoire du calcul est bornée et
intégralement résumée par I'état courant de lI'automate. En conséquence, un aut amal Saf.inuinpeIn eut prendre
en compte qu’un nombre fini de configurations différentes (cf. la discussion de la iﬁﬁlﬁndn moyien

simple de contourner cette limitation est de doter I'automate fini d'une mémoire infinie, que nous allons
modéliser par une pite Cette pile permet de garder une trace des étapes de calculs passées et d’influer en
conséquence sur les étapes de calcul a venir. Le calcul d’'un automate fini étant principalement défini a partir
de sa fonction de transition, le modéle d’automate a pile enrichit la fonction de transition de la maniére
suivante : (i) les transitions sont conditionnées par le symbole trouvé en haut de la pile; (ii) lors d’'une
transition dans I'automate, il est additionnellement possible de modifier (garsirou unpop) la pile.

Avant d'introduire formellement ces machines, considérons I'automatd fitd la figur&%naﬁ

le langage{a™b™, n,m > 0} et essayons d’étendre ce modéle pour en dériver un automate a pile capable
de reconnaitréa™b™, m = n > 0}. LautomateA est incapable de “compter” le nombre @dééja vus, ce

qui interdit d'imposer la contrainte = m. Confions alors cette tache au mécanisme de pile, en empilant
un symboleZ & chaque passage dans la boucle de I'Etat en dépilant un symbole a chaque passage
dans la boucle de I'état. Si I'on impose de plus qu’un calcul réussi dafigloit correspondre a une pile
intégralement vide, alors il apparait que chaque mot reconnd pargmenté de la pile est bien tel que le
nombre de: est égal au nombre de Toute autre situation correspond ou bien a un calcul termi ant avec
une pile non vide (sik > m), ou bien & une commande de dépilage d’'une pile vide:(si n). La tablg‘Q.I

!Rappel : une pile est une structure de donnée sur laquelle n'agissent que deux opérations : 'empilage d’un nouvel élément en
haut de la pile fush) et le dépilage de I'élément positionné en haut de la pitg).
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FIG. 9.1 — Un automate pour*bv™ fig.pda.pd

donne la trac&lu calcul pour I'entré@aabbb :

Input | Etat | Pile
aaabbb | 0 €

aabbb 1 €

abbb 1 Z

bbb 1 Z7
bb 2 Z7
b 2 Z

2
TAB. 9.1 — Trace du calcul deaabbb tab.pda.p

L'automate a pile

Nous pouvons maintenant définir formellement un automate a pile :

Définition 9.1 (Automate & pile) Un automate a pile(en anglaispushdown automaton, en abrégé PDA)
est un sextupled = (X,T',Q, qo, F,d) ou X etT" sont deux alphabets fini§ un ensemble fini d’états
contenant un état initiagp et un sous-ensemble d’états finaldxeté est une fonction d@ x (X U {e}) x
(' U {e}) vers 'ensemble des parties dex (I" U {¢}).

De maniére sous-jacente, un automate a pile est défini comme un autmmatéterministea la différence

prés qued a maintenant trois arguments : I'état courant, le symbole d’entrée courant et le symbole courant

en haut de la pile, appartenant & un alphabeffii8i (r, Z) est un élément d&(q, a, Y'), alors I'utilisation

de cette transition conduira a :

— dépilerY ; siY = e la transition a lieu indépendamment du symbole en haut de pile ; aucun symbole
n'est dépilé.

— transiter dans I'état

— empilerZ ; si Z = ¢, aucun symbole n’est empilé.

Compte-tenu de cette définition, un automate fini “traditionnel” est un automate a pile particulier, défini sur

un alphabet de pil€ = () et dont toutes les transitions laissent la pile inchangée. Comme un automate fini,

un automate a pile admet une représenjﬁt@o(glag @ﬁhique sur laquelle les modifications a apporter a la pile sont

représentées sous la forg¢Z. La figure9.Zrepresente ainsi un automate a pile reconnaissant le langage

{a™b"}.

2Attention : la pile est représentée “latéralement” : le haut de la pile est a droite de la page.
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a ez b Zle

a €/e b €€

FIG. 9.2 — Un automate poui*b"™ fig.pda.pd

Si I'on appelleconfigurationde I'automate une description instantarée (¢, o) consistant en l'indication

de I'état courany et du contenu de la pile, alors le calcul dans un PDA est défini comme une succession
de configurations; . .. ¢, telles que le passage dans d’'une configuratjainla suivante:; ., corresponde

a l'application d’une transition possible d’étiquetieLe passage de la configuratiena c;;; est notée

¢i Far civ1. Létiquette d’un calcul est obtenue par concaténation des étiquettes le long du calcul ; un calcul
réussi est un calcul débutant @navec une pile vide et s’achevant dans un état final avec une pile vide.

Variantes

La définition précédente admet de nombreuses variantes, qui ne changent en rien la capacité d’expressivité

du modéle. En particulier :

— on peut défini comme une fonction d@ x (X U{e}) x (I'U {e}) vers 'ensemble des parties finies de
Q@ x I'* : selon cette variante, on peut remplacer “en un coup” le symbole en téte de la pile par un mot de
tallle,q_ut_al_corg]%yeda o ) ) _ _

La deflnltloanI[()a—smn cas particulier de ce modéle, auquel on se ramene simplement en rajoutant par-
tout ou c’est nécessaire des transitions spontanées permettant de décomposer en une série de transitions
élémentaires les transitions empilant des mots de longueur arbitraire.

— la double condition d’arrét spécifiant un calcul réussi peut étre assouplie dans un sens ou dans l'autre :
on peut ainsi considérer qu’un calcul est réussi si et seulement si il se termine avec une pile vide (ce qui
revient implicitement a considérer que tout état est final) : on pkeleceptation par pile videAlternati-
vement, on peut définir un calcul réussi comme un calcul se terminant dans un état final, indépendamment
de I'état courant de la pile, on parle al@'acceptation par état final
La démonstration de I'équivalence entre ces deux modéles s'esquisse comme suit :

— si M acceptel par état final, alors il suffit d’ajouter &/ (i) un nouveau symbole de pil¥, empilé
lors d’une nouvelle transition spontanée initiale, (i) un état de “vidange de giledans lequel on
peut transiter depuis tout état final, en particudigdoit étre le seul état dans lequElest dépilé. On
obtient ainsi un automate équivalent, accepfapar pile vide.

— inversement, sh/ acceptel par pile vide, alors on construit un PDA équivaléit en faisant en sorte
que : (i) une nouvelle transition spontanée initiale d&fisempile un nouveau symbolé&], absent de
M, (ii) M’ simule le comportement d&, (iii) tout état deM admette des transitions spontanées vers
un unique étaf’, ces transitions n’étant applicables que lorsguest en haut de la pile. Ceci garantit
gue lorsqu’un calcul réussit (par pile vide) dahg la pile deM’ se réduit aX : il est possible de
transiter vers I'état final dé/’ et donc de réussir le calcul également dafis
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9.2 Leslangages des automates a pile

9.2.1 PDA etlangages hors contexte

. .. . , . tthm.pda.cfl
Le résultat principal de cette section s’énonce par le theohﬂﬁ'e
Théoreme 9.1 Les langages reconnus par les automates a pile sont exactement les langages hors-contexte.

La démonstration de ce résultat se fait en deux temps. Montrons d’abord fjestsengendré par une CFG
G = (X,V, S, P), alors il existe un PDAV/ qui reconngﬁtg. r%ans perte de généralité, on peut imposer que
G soit sous forme normale de Greibach (voir le cha;ﬁﬁe‘ﬁntissant que toute production@est de la
forme A — aa. Construisons alors le PDA mono-éfat = (X, V, {qo}, qo, F, 0), dont les transitions sont
définies de la maniére suivante :

(g0, a®) € 6(qo, a, A) si et seulement §i4 — aa) € P
FiXme: J'a
un probléeme
parfois le

Essentiellement, cette construction trés simple fait porter tout le poids de la modélisation sur la pile, “c?ﬂfi%‘c‘);‘
est utilisée pour simuler les dérivations daiisLe langage accepté par pile vide par la machifieest .o tienne

exactemeni. En effet, on montre par récurrence sur la longueur léquivalence suivante$ =¢ uy  reste dum
si et seulement gigo, S, u) Fas (o, 7). Cette équivalence est trivialement vraie paut e : (qo, S, €) -y  2lire, parfo

(qo, ST). Supposons-la vraie pour tous les mots de taillet considérons: de longueum + 1. Posons o hor
Ci-desso

u = va et décomposons une dérivation gauchevde ux en : S :>LG vAB =¢ wvaary. Lhypothése de ona.u
récurrence nous garantit qu'il existe, pour I'entréein calcul dans\/ aboutissant dans I'éta, et tel que  exemple:
la pile soit égale &% A. La productiond — a« de P se traduit dand/ par le fait que¥(qo, a, A) contient ~ melange.

qo, o. Le calcul dansM peut donc se poursuivre, aboutissant a une configurétiord’a’?). On déduit m%rtf:s"

immédiatement que les mots d¢G) sont précisément les mots dé¢N) et réciproquement. mots a lit
dans |

configuratic

9.3 Leslangages déterministes macdhein'
mais c’est

toi de voir

akir
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Chapitre 10

Compléments sur les langages
hors-contextes

Ce chapitre introduit un certain nombre de nouveaux r;%glt%gs concernant les langages CF, qui viennent
compléter les résultats et caractérisations énonces au cl%pl%re;

10.1 Compléments sur les langages CF

Nous revenons dans cette section sur la caractérisation de la frontiére entre langage rationnel et langage
CF, en présentant principalement deux résultats. Le premier est que l'intersection d’'un langage CF et d’'un
langage rationnel reste CF. Le second présente une propriété nécessaire pour qu’un langage soit strictement
hors-contexte, portant sur le concept d’enchassement d’un non-terminal.

10.1.1 Langages hors contextes et rationnels

Tout d’abord une nouvelle preuve d’un résultat bien connu, et qui se démontre généralement en faisant appel
a la notion d’automate a pile. La preuve que nous développons repose intégralement sur le formalisme de
gramamire.

Théoreme 10.1Ll'intersection d’'un langage rationndl; et d’'un langage hors-contexie, est un langage
hors-contexte. Si de plus, est non-ambigu, alor&; NIy n'est pas ambigu.

Preuve. Soit.,; un langage rationnel et; = (3, Q1, ¢}, F1,d1) I'automate canonique dB; ; soit Ly un
langage @8@%}?&?&9“9 éh = (X, V4, Se, P») une grammaire CF sous forme normale de Chomsky (voir
la sectiomg. Sans perte de généralité, nous supposons gie ni L, ne contiennent. Nous
supposons également gde contient un unique état finaf" ; si cela n’est pas le cas, on traitera séparément
chacun des langages obtenus en fixant comme unique état final un élément partictijiel utgon de ces
langages étant égale/a.

Nous construisons pour l'intersecti@dn N Lo la grammaire suivante :

— les non-terminaux dé& sont tous les triplets de la fornte, r, X'), ouq etr sont des états d@;, et X un
symbole (terminal ou non-terminal) de,.

— le symbole initial de& est(q?, ¢f', S2)

— les productions dé&; sont de trois sortes :
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sement

() (p,q,A) = (p,r, B)(r, q,C) pour toutr dans@, et toute productiodl — B C deGs;
(i) (p,q,A) = (p, q,a) pour toute productioll — a deGs;
(iii) (p,q,a) — a si et seulement 9i; (p,a) = ¢

L'idée de cette construction est la suivante : les productions de type (i) et (ii) simulent exactement le fonc-
tionnement de~,, a la différence prés qu’elles engendrent des séquences de ttipleta), qui sont des
non-terminaux poué:. La seule possibilité pour éliminer ces non-terminaux consiste a appliquer des pro-
ductions de type (iii), qui simulent elles le comportement de I'autordatéJne séquence de non-terminaux

ne peut alors étre produite que si elle est de prime abord engendrée par la grammaire, associée a une suite
guelconque d’états; et s'il existe une suite d’états simulant le comportement de I'automate. La spécification
du symbole initial de la grammaire garantit de surcroit que cette suite d’états commeng elssiacheve

dansgf’.

Pour montrer formellement ce résultat, 0= u; . . . u,, un élément de l'intersectioh; N L. |l existe une
dérivation gauche de dansGs,, ce qui implique que :

(Q?,Qf,s) =>*G (CI?,Ql,Ul)-~-(%%H,WH)-~-(Qn—17Qf,Un)

Ce résultat vaut pour toute séquence d'étafs..q; ... q¢!"). u étant également daris, il existe un calcul
de(¢?,u) aboutissant &f’, ce qui entraine directement quest dand.(G). La réciproque se démontre de
maniere similaire.

La seconde partie du théoréme découle directement de (i) 'unicité de la dérivation permettant d’aboutir a
la suite de pré-terminaux d& (p, q,a) et de (ii) 'unicité de la suite d’états calculant un motansA;.

(i) permet de déduire que chaque séquence de symboles préterminaux adnieudanderivation gauche
unique; (i) permet d’affirmer que, pour tout met il existe une unique suite de préterminaux qui permet

de le dériver, correspondant a la séquence d’états calauldarisA;.

10.1.2 Enchassement

. . ssec,cfg.pumpin
Comme nous I'enseigne le lemme de pompage pour les langages CF (voir la Eﬁﬂlﬁ%e‘ S mI ogs des
langages hors-contexte se caractérisent par la possibilité d'itération simultanée de facteurs situés de part et

d’autre d’'un facteur central. Pour tout langage CF, il existe un ehttet que, pour tout mot de L plus
long quek, z se décompose emwwxy avec en particulievx # e, et, pour touti, uv'wa'y est également
dansL.

Les grammaires linéaires a gauche ou droites sont telles que la dérivation se développe que «d'un seul
c6té» : chaque proto-phrase ne contient qu’un unique non-terminal, qui est soit le plus a gauche (gram-
maires linéaires a gauche), soit le plus a droite (linéarité droite). En particulier, une grammaire linéaire a
gauche ou a droite ne peut contenir de sous-dérivation de la fdrm® «A3 avec simultanément

et non Sigeec% Dans la mesure ou ces grammaires reconnaissent exactement les langages rationnels (voir
la sectioril.z.zyg, |F est tentant de chercher du c6té des récursions centrales la propriété caractéristique des
grammaires strictement CF. C’est ce que nous chercherons a faire dans cette section, en introduisant la
notion d'enchéassement.

Définition 10.1 (Enchassement)Une grammaires est diteself-embedding’il existe un terminal utiled
tel que :A = «aAp, o« et sont des séquences non-vides de termihaux

1Si @ ne contient que des terminaux utiles, alors cette définition peut étre affaiblie en posanetflesont simplement des
proto-phrases non-vides.
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S'il est donc clair gu’aucune grammaire linéaire & gauche ou a droite n’est self-embedding, cette propriété
ne suffit pourtant pas a gar ant gelff %g{gmmalre hors-contexte n’engendre pas un langage rationnel. Ainsi,
par exemple, la grammai J, bien que contenant une dérivatisn-s aSh, engendre-t-ell§ab", n >

0, m > 0}, qui est un langage parfaitement rationnel.

S—al
S—Sb
S—ab
TAB. 10.1 — Une grammaire “self-embedding” padf™ grm.cfl.se

Le fait, pour une grammaire, d'étre self-embedding ne suffit donc pas a garantir qu’elle engendre un langage
non rationnel. Nous allons toutefois montrer que cette propriété est nécessaire, c’est-a-dire précisément que
si une grammairé’ ne posséde pas cette propriété, alors elle engendre un langage qui est rationnel.

Théoréme 10.2SoitG une grammaire non self-embedding, alors il existe une grammaire linéaire a droite
G’ qui est (fortement) équivalente(a

Sans perte de généralité, nous supposongjast sous-forme normale de Greibach (cf. la SEW
c’est-a-dire que toute production est soit de la fouiner aa, soit.S — e. Nous supposerons additionnelle-
ment quex ne contient que des éléments non-terminaux : si cela n'était pas le cas, il suffirait de rajouter un
nouveau terminak, pour chaque terminal, ainsi que des productiods, — a.

Considérons alors lépremiéres étapes d’une dérivation gauche danshaque étape récrit le non-terminal
le plus & gauche en insérant un nouveau terminal, suivi du nouvea arg)qgé'gsrminal le plus & gauche, suivi d'un
«reste», qui s'ajoute au suffixe de la proto-phrase courante (voir |aT&t

Ao = S= CLlAlﬁl
= a1a2A4252
= ajazazAafo
= aj... CLZAZ,@[

TAB. 10.2 — Une dérivation gauche tab.lderiv

Notonsn le nombre de non-terminaux de¢, etm la longueur maximale d’'une partie droite non-terminale
d’'une production dé& : VA — aa,|a| < m. La preuve que nous allons maintenant développer repose sur
le fait que siG n’est pas self-embedding, alors la «queugpg; des proto-phrases aura nécessairement une
longueur bornée pann.

Remarquons d’abord que, pour tdut A4;5;| < 1+ [.(m — 1) : chaque étape de la dérivation réctit
ena;+1A; 110441, SOit une croissance nette du redtgd; d’'un facteur| a;41 | , dont la longueur est bornée

par (m — 1). Supposons alors4;5;| > mn : ceci entrainenn < 1 + I(m — 1), qui n’est possible que

si [ est supérieur & et si au moins: étapes de la dérivation ont condaiune croissance strictéu reste

A5 par application d'une productioA — aa telle que|«| > 2. Comme il n’existe que non-terminaux,

ceci signifie qu’au moins une telle production a été utilisée deux fois, donnant lieu a une sous-dérivation :
A — aAa = a...AB avec non vide(car| a | > 0). Ceci contredit I'hypothése qué n’est pas
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self-embedding, prouvant que I'on a nécessaireént;| < mn. Un corollaire immédiat : les séquences
suceptibles d’apparaitre a droite du non-terminal le plus a gauche dans une dérivation gauche sont en nombre
fini.

Partant de ce résultat, nous allons construire une grammaire linéaire a@réigiivalente &, dont les
non-terminauX A3] sont définis par [A3] est un non-terminal d€” si et seulement s =’¢  uAf avec

u dansX*, auxquels on ajoute I'axiome&]. Le résultat précédent nous assure que ces non-terminaux sont

en nombre fini. Les productions d& sont définies par :

— VB, [AB] — a[f] dansG’ si et seulement sil — a dansG.

— VB, [AB] — a|af] dansG’ si et seulement sit — a« dansG.

G’ est par construction linéaire a droite et équivalenté doute dérivation dan& de la forme :

S =qg a1Ad11 =¢ a1a24202 =¢ ...a1a24;0
correspond, de maniére bi-univoque, a une dérivation :
S =a a[Ai1p] =a ara2[A82] =¢ - ..a1a24;5

dansG’.

10.2 Langages parenthésés, langages hors-contexte

10.2.1 Langages de Dyck

Nous donnons maintenant une nouvelle caractérisation des langages CF, qui permet de toucher du doigt a la
fois le gain de complexité que ces langages apportent par rapport aux langages rationels, et leur limitation
intrinséque. Pour débiuter, nous introduisons un nouveau type de grammaires et de langages, les grammaires
et langages de Dyck.

Définition 10.2 (Grammaires et langages de DyckBoit > = {al,a?,...al,a2} un alphabet composé

n»-'n

de 2n symboles appariés:if aveca? ...), on appelldangage de Dyckle langage engendré par la gram-
maire hors-contexte suivanté{S},>, S, {S — ¢, S — SS,S — alSa?,...,S — alSa?}.

Les grammaires de Dyck sont des grammaires hors-contexte particulieres dans lesegiedaminaux
sont toujours insérés par paire€onsidérons, par exemple, I'alphabet composé des paires de symboles
¥ =A{(,),[,], <>} On observe alors par exemple la dérivation gauche suivante :

S= (9= (89 = (<«<S>[9)= (<>[5]) = (<>1])
Les langages de Dyck possedent quelques propriétés simples :

Proposition 10.1 Si D,, est le langage de Dyck sur I'alphabetiasymboles, alors les propriétés suivantes
sont vraies :

— siu etv sont dansD,,, alorsuv est dansD,,

— siu estdansD,,, alors a}ua? est également dans,,, pour toute valeur de.

— tout motu non vide deD,, se factorise sous la forme= alva?w, avecv etw des mots dé,,.

— sia}a?v estun élément dB,,, alorsv est également dans,,
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cfihomo | 10.2.2 Une nouvelle caractérisation des langages CF
Le résultat suivant fournit alors une caractérisation nouvelle des langages hors-contexte :

Théoreme 10.3Tout langage hors-contexte esthomomorphe al'intersection d’'un langage rationnel et d’un
langage de Dyck.

Ce résultat est permet de toucher précisément ce qui fait I'essence des langages hors-contexte, a savoir
leur leur capacité a définir des langages contenant des paires de symboles appariés ; ce qu’'une grammaire
réguliére est incapable de faire. Ce résultat exprime également de maniére trés parlante la limitation de
la capacité d’expression des grammaires CF : (i) les symboles appariés vont par paire; (ii) il n’y a qu’un
nombre fini de paires.

Preuve : soif. un langage” F', dont nous supposerons sans perte de généralité qu’il ne contientgia®it

G = (X,V, S, P) une grammaire sous forme normale de Chomsky @oiNotons{a; ... ay} les éléments
deX etA; — B;C;,i = 1...mles productions binaires de. Considérons alors le langage de Dyek., ..,
défini sur I'ensemble de terminadX suivant ;¥ = X U {d'y...d'n,} U {ans1,a nt1 - @npm, @ ngm }-
Chague symbole dE est donc dupliqgué dans’; auquel I'on rajoute également une paire de symboles
terminaux pour chaque production @e

Définissons maintenant un homomorphisireffacant” les symboles dg”Y:, soit formellement h(a;) =

a; Sia; estdang:, h(a;) = e sinon. Pour compléter cette construction, introduisons finalement la grammaire
G' = (¥, V, S, P"), ou P’ contient les productions suivantes :

- ()YVA—~ae P, A—ad € P

- () VA—aePVi=1...m, A~ add, ;C;e P

- (III) Vi=1...m,A; — an_H-Bi c P ssecfa.r

Cette grammaire étant linéaire a droite, elle engendre un langage rationnel (cf. Iabéfﬁl)goLnL

Montrons alors qué = h(L(G’) N D,,+.,) en prouvant la double inclusion. L'inclusidn C (h(L(G") N
Dy, +r,) se déduit du résultat suivant :

Proposition 10.2VA € V, si A =%¢ wu alors Jv tel que (i)v € Dy, (i) A =5 vetu = h(v)

Si A =¢ w en une étape de dérivation, on doit avoir= a, A — «; or aa’ est dansD,,,,, N L(@),
puisque la grammaire de Dyck contiesit— aSa’, S — ¢, et G’ contient par construction la production
A — ad’. Comme de plus on A(aa’) = a, on conclut que tout mot de longueur 1 @evérifie la propriété
précédente. Supposons que ce résultat soit vrai jusqu’a la longetwonsidérons dérivant de4; dans
G par une série de + 1 étapes. La premiére de ces étapes est alors nécessairement de |d fornigC;,
etil existe un entiey tel queB; = wu; .. .uj etd; = uj4+1 ... ug. Lhypothése de récurrence nous assure
alors de I'existence de deux mat®tw tels que :

— 0 € Dy, Bi =0 v, uy . ..uj = h(v)

—w € Dpym, Ci = w, Ujt1 - .- up = h(w)

La derniére étape de la dérivation (gauche)RjedansG’ est de la formeX — ad’; or, la production
X — ad'd',.;C; est par construction également datifs ce qui impliqueB; =% va',1;C;. On déduit
alors 1 A; =¢ aniiBi =0 angivdy G C?*a ntiv0 niiw, dont l'image parh est précisément.
Puisque, par application de la propriggb]ﬁlsf)ﬂés langages de Dyck,, . ;va’,,;w est dansD,,;,, on
aboutit finalement au résulat souhaité. La conclusion s'impose :csiL(G), alorsS =%¢  «, et donc il
existev dansh(L(G’) U Dp,+,,) tel queu = h(v).

La réciproque se fonde sur le résultat suivant, gue nous allons également démontrer par induction.

Proposition 10.3VA € V, siA = v, avecv € Dy, 1y, alors A =7 h(v).
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Lorsque la dérivation a lieu en une étape, ce résultat est immédiat : on doit nécessairement utili&ér dans
une production de la formé — ad’, qui a une contrepartid — a dansG. Supposons donc que la propriété
soit vraie pour toutes les dérivations de longueur au mbies considérons une dérivation de longueur
k+1:A =% wv. Lapremiére étape de cette dérivation ne peut étre de la farme aa’ (car il y a

plus d’une étape de dérivation), ni de la formde- aa’a’,,4;C; (car on aurait alors une proto-phrase dans
laquelled’,, ; apparaitrait devant, ;, ce qui est impossible). La seule possibilité restante est donc que la
dérivation dev débute par A — a,;B; pourj entre 1 ein. v se factorise donc sous la forme= a;v’, etv’
contient nécessairemetft, ;. ;. On déduit la factorisation suivante paurv = a4 jv1a’,4;v2, avecv; etvy

deux mots d&D,,,,,. La définition deG’ fait que I'introduction de:’,, ; n'est possible que concourrament

a celle deC’;, et que la dérivation de est de la formed = ajvia’;Z; = vid’jv2 (rappelons en effet que

G’ est linéaire a droite : le seul non-terminal d’'une proto-phrase est toujours le plus a droite). Remarquons
maintenant que, pour chaque production de la forne aa’a’;C;, la productionA — aa’ est également
dansG. Cela signifie qu'au lieu d’appliquer la production introduisaft on aurait tout aussi bien pu
achever la dérivation de, depuisB; . On a donc finalement montrée :

- Bj =o' v, avecv; dansD,, .,

- C; =& v, avecvy dansD;, i,

Par application de I'hypothése inductive, il vient alors qﬁbe:fg h(v1), C; =’¢ h(vy), et donc que

A~ B;C; =g h(v1)h(ve) = h(anyv1d ny02) = h(v), soit précisément ce qu'il fallait démontrer.
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Chapitre 11

Probléemes décidables et indécidables

Nous revenons, dans Yo gg%t({eb Ryr les questions de décidabilités pour les grammaires hors-contextes déja
évoquées ala sectmms 3 Nous commengons pas introduire deux problémes indécidables, le probléme des
mots et le probleme de la correspondance de Post. Dans un second temps, nous utilisons ce dernier probleme
pour dériver une batterie de résultats concernant les grammaires et les langages hors-contexte.

11.1 Lexpressivité calculatoire des systémes de récriture

Dans cette section, nous montrons que les mécanismes de récriture définis par des grammaires formelles
ont une expressivité comparable aux machines de Turing, a travers une étude du probléme des mots. Nous
introduisons ensuite un second probleme indécidable, celui de la correspondance de Post.

11.1.1 Le probléme des mots

Le probléme des mots pour les grammaires formelles est défini de la maniére suivante.

Définition 11.1 (Probléeme des mots)Le probléme des motsconsiste a décider, pour une grammadse
donnée, et;, v dansy*, siu =g .

En fait, si une telle dérivation existe, alors il est possible de la trouver, en parcourant de maniére systématique
par énumération le graphe des dérivations finie.qear G. Le point difficile est de détecter qu’une telle
dérivation n’existe en fait pas et qu'il est vain de la chercher. On retrouve la une situation similaire a celle
rencontrée lors de I'examen du probléme de I'arrét pour les machines de Turing : la difficulté est d'identifier
les configurations dans lesquelles la machine de s'arréte pas.

La preuve de l'indécidabilité du probleme des mots repose sur la réduction suivante du probléme a un
probléme de mots, correspondant a une re-expressions sous la forme de récritures du comportement d’'une
machine de Turing. Soit/T" une machine de Turing sur I'alphat¥®tJ {#}, ce dernier symbole dénotant

le caractere “blanc” ef) 'ensemble des états de la machine. Deux états de Q sont distinguBsnique

état initial etg un unique état final. Les actions d€T" sont décrites par des déplacemen{sine case vers

la gauche) ef? (une case vers la droite) ét(rester sur la case courante) et des actions de lecture/écriture

y : z, exprimées par la fonction de transitiémle (Q x ) dans(@Q x ¥ x {L, R, I}).

On note(«, ¢, x, ) une configuration instantanée dé7', décrivant une situation ou la téte de lecture est
positionnée sur um, encadrée a sa gauche par la séqueneta sa droite par la séquengele contrble est
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dans I'étay.

Cette situation est représentée linéairement par la séqfiegeg$ sur I'alphabet) U ¥ U {$}, avec$ un
nouveau symbole servant de frontiére. Ces actions sont converties en regles de récriture d’'une g@ammaire
selon :
— qry — xpz pour toute actiod(q, x) = (p, R,y : z) : cette action transforme le ruban:ys enaxz/3,
met la machine dans ["étatet déplace la téte de lecture vers la droite, surdgi vient d’étre récrit. La
nouvelle configuration est doevzpz 9.
— yq — pz pour toute actiod(q,z) = (p, L,y : 2)
— qx$ — qx#$ pour toutg et toutz dansX: : cette production rajoute simplement un symbgi¢blanc) a
droite de la case courante.
— gpx — qp pour toutr : efface tout symbole du c6té droit du ruban
— xqr — qp pour toutz : efface tout symbole du c6té gauche du ruban
Cette construction assure que toute séquence de mouvemehfssddraduit de maniére équivalente par
des récritures dans. En particulier, siM s’aréte avec un ruban entierement blanc sur une entrékrs
il existe une dérivation dan§ récrivant$uq;#$ en $qr$. Savoir résoudre le probléeme des mots dans
donnerait alors la solution du probleme de I'arrét d’'une machine de Turing, qui estindécidable. Le probleme
des mots est indécidable.

11.1.2 Le probléme de Post

Le probléme de laorrespondance de Posist un probléme de combinatoire sur les mots dont on admettra
ici I'indécidabilité. Ce probléme est réputé comme étant “la mére” de tous les problémes de décidabilité
pour les langages formels et est utilisé dans de nombreuses démonstrations.

Formellement, un systéme de Post est défini de la fagon suivante :

Définition 11.2 Etant donné un alphabeX, un systéme de Post est tout simplement un ensembie de
couples de mot&u;, v;), pour: variant del an.

Une solution au probléme de la correspondance est une séquence d'indices, (le méme indice pouvant
apparaitre plusieurs fois) telle que :
WUjy oo o Ujy, = Vgy - .. Vg,

L'analogie la plus simple pour saisir le probleme est celle des dominos : chaque ¢ouple représente
une tuile de domino de la forme :

Uj

Uy

Etant donné un ensemble de dominos, la question est alors de savoir s'il est possible de les concaténer de
telle maniére que le mot “du haut” soit égal au mot “du bas” ?

Attention : la question n’est pas simplement de savoir s’il existe un certain arrangementedes arran-
gement des; qui conduisent a deux mots identigliemais bien de trouver deux arrangements qui utilisent
les parties hautes et basses des “tuiles” disponibles.

Considérons par exemple le systéga%_geécﬁnci)spia(m; ab), (ba, aba), (b,aba), (bba,b)}. Ce systéme admet

une solution, représentée dans la t

Comment trouver une telle solution ? Un raisonnement simple nous permet de dériver des conditions néces-
saires. Ainsi, la premiére tuile doit nécessairement étre telle que,sedt un préfixe de;, soitv; est un

'Pourquoi ce probléme-la serait-il somme toute assez facile ?
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lec.inter

a | bba | ba
ab| b | aba

TAB. 11.1 — Une solution au probléme de la correspondance de Post tab.dec.p¢

préfixe deu,;. Une condition similaire, portant sur les suffixes, se déduit pour la derniére tuile. Cette condi-
tion n’étant respectée que pour deux des quatre tliles) et (bba, b), toute solution doit débuter par l'une
de ces deux tuiles, et s’achever avée, aba), qui est la seule tuile respectant la condition sur les suffixes.

Ce probleme, en apparence simple, est en réalité insoluble par un algorithme général :
Théoreme 11.1 ()Le probléme de la correspondance de Post est indécidable.

Ce résultat classique se démontre a partir de la non-décidabilité du probleme dit “Probléme du mot” dans
un systéme de Thue.

11.2 Quelques problemes pour les CFG

Nous présentons dans cette section les résultats Biesn%ilguxfas%d’indécidabilité pour les langages hors-contexte,
en suivant pour I'essentiel la présentation donnée %ﬁesnl;ng etal., 1978

11.2.1 L intersection

La clé des démonstrations qui suivent repose sur une transformation d’'un systéme de Post en un couple de
grammaires. Comme pour les transformations utilisées en théorie de la conipiesisgit de transformer

tout probléme de Post en un probleme portant sur les CFG, de telle maniere que le probléme original ait une
solution si et seulement si le probléme dérivé en a une.

La transformation qui nous intéresse est la suivante :$6it {(u;,v;),7 = 1...n} un systéme de Post
défini sur un alphabet, considérons alors les grammai@s= (X U {1...n}, {S:}, St, Br) (resp.Gy, =
(XU{l...n},{Sp}, Ss, P)), ou les productions d€'; etG;, sont définies comme suit :

— S; — « si et seulement si : soit = ¢.5;u;, SOita = iu;

— S, — « si et seulement si : sait = i.Syv;, SOita = iv;

G produit alors tous les mots susceptibles d’apparaitre sur la ligne “du haut” lorsque I'on concaténe des
tuiles dans un systeme de Poét; se chargeant de la ligne “du bas”. Mais ce n’est pas tout : lors d'une
dérivation, on “empile” a gauche deles indices des tuiles qui sont utilisées, pour produire des mots formés
d’un coté par des indices, de l'autre par des symbolés. detitre d'illustration, reprenons le systéme défini

a la section précédente, et construisons la gramnigimrrespondante :

Une dérivation gauche dans cette cette grammaire est par ex8mpld Sia = 14.5;bbaa =1 42babbaa,
engendrant non seulement le ndabbaa, mais également la liste (inversée) des tuiles utilisées : la tuile
numéro 1, puis la 4, puis la 2.

Un second point important pour la suite est dyé/;) et L(G}) sont deux langageteterministespour s’en
convaincre, il suffit de réaliser qu’un automate a pile les reconnaissant aurait un fonctionnement tres simple,

2 A la différence prés que pour des démonstrations de décidabilité, il n’est pas besoin de prendre ici en compte la complexité
algorithmique de la transformation.
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Si— 1Sia | la
St‘) 2Stba | 2ba
St_’ BStb | 3b
St‘)45tbba | 4bba

TAB. 11.2 — La grammaire "top" d’un systéme de Post grm.dec.p

consistant a empiler un symbalg a chaque lecture d’'un indige puis, rencontrant un premier symbole de
Y a dépilerZ; conditionnellement a la lecture dg.

L'intérét de cette construction repose dans I'équivalence suivante : le probleme de Post a une solution si
et seulement sL(G;) et L(G}) ont une intersection non vide. La preuve est la suivante : si le systéme de
Post a une solutio®, . . . ix, conduisant au mat, alors I'application danss; (resp.Gp) desk — 1 régles

Sy = i;Spu;; (resp.Sy — i;Spv;;) pour j variant dek a 2, suivie deS; — iju;, (resp.S, — i1v;,) derive le
motixix—_1 ... 11w dansL(G;) comme dang.(Gy). Inversement, sil'intersection est non-vide et contient le
motiy . . .7,w, alors il estimmédiat de vérifier gue. . . 75, est une solution du systéme de Post. S’en déduit

le théoreme suivant :

Théoreme 11.2 (Indécidabilité de I'intersection)ll n'existe pas d'algorithme décidant si l'intersection
des langages de deux grammaires hors-contexte est vide.

Si un tel algorithme existait, il est en effet clair qu’il pourrait directement étre mis a profit pour résoudre le
probléme de la correspondance de Post, qui est un probleme indécidable. Un tel algorithme ne peut donc
exister, le probléme de l'intersection de deux CFG est donc indécidable.

Proposition 11.1 Il n’existe pas d’algorithme décidant si I'intersection de deux grammaires hors-contexte
contient un nombre infini d’éléments.

Il suffit de remarquer qu’il existe une solution au probléeme de Post exactement dans les cas ou I'intersection
précédente est infinie. Si, en effet, il existe une solutigil en existe nécessairement une infinité, puisque
toute itérationw™ de la solution définit une nouvelle solution. La réciproque étant triviale, on obtient le
résultat énoncé ci-dessus.

11.2.2 Une rafale de problemes indécidables

Complément et Universel Les démonstrations qui suivent reposent principalement sur le déterminisme
des langa %iéqt ) et L(Gy) et sur la stabilité des langages déterministes par complémentation (cf. la
schonb 5’; Ceci permet en particulier d’affirmer qUeG;) et L(G},) sont deux langages hors-contextes
déterministes, dont il est possible de construire la grammaire a partir de cellgsedé€r,. Cela est donc
également vrai de leur uniab(G,) U L(G}). On déduit :

Théoréme 11.3SoitG une grammaire hors-contexte, le problefg=) = () est indécidable.

C’est une conséquence directe de la loi de Morgan: B = AN B. Comme corrolaire, on note au passage
que : le problémd.(G) = ¥* est également indécidable.
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Rationnel Montrons maintenant que le probléme de la rationalité (&) également indécidable. Consi-

dérons, de nouveau, le langage intersecfioG;) N L(Gp) : nous savons déja que ce langage est vide si

et seulement s'il existe pas de solution au probléme de la correspondance de Post associé. Notons au pas-
sage que dans ce cas, ce langage est trivialement rationnel. Lorsqu’au contraire le probléme de Post a une
solution, alors nous avons vu qu’il en avait une infinité, consistant a des itératiod'sine solution de

basew. Ces familles de solution donnent lieu a des mots de la farfmé dansL(G:) N L(G}), entrainant

gue cet ensemble ne peut étre rationel (par une application direct du lemme de pompage pour les langages
rationnels). Il s’ensuit le lemme suivant :

Lemme 11.1 L(G¢)N L(G,) est rationnel si et seulement si le probleme de Post associé n’a pas de solution.

Il sS’ensuit immédiatement que si on savait décider la rationalité(d® pourG hors-contexte, on saurait en
particulier le faire pour la grammaire engendrafé,) U L(Gy), puis, du fait de la stabilité par complément
des langages rationnels, pol(G;) N L(Gy). Ceci impliquerait alors la décidabilité du probléme de la

correspondance de Post, d'ou :

Théoréme 11.4SoitG une grammaire hors-contexte, le problemi(t7) est rationnel” est indécidable.

Déterministe La question du déterminisme demande d’introduire un nouveau résultat, non ici démontré :

Théoréme 11.5SoitG une grammaire d’un langage CF déterministe, alors le probléh&>) est ration-
nel” est décidable.

On déduitimmédiatement que la question du déterminisme du langage enger@spaglle, indécidable :
sinon, il suffirait de décider dans un premier temps du déterminisi{é:¢ puis de :

— conclure a la non rationalité $i(G) n’est pas déterministe

— utiliser le résultat précédent 5{ G) est déterministe

Ambiguité L'ambiguité d’'une grammaire est également une question indécidable. Ce résultat dérive de la
construction canonique d’'une grammai¥gour L(G;) U L(G},) consistant a ajouter aux grammairggset

G un nouvel axiomes, ainsi que deux nouvelles productiasis~ Sy, S — Sp. G et Gy, étant déterministe,

elles ne peuvent donner lieu & aucune ambiguitést donc ambigué si et seulement si un méme mot se
dérive a la fois dan&, et dang;, donc si et seulement si le probléme de Post a une solution.

Théoréme 11.6 SoitGG une grammaire CF, alors le problemés‘est ambigué” est indécidable.

. , Hopcroft79a .
Des résultats complémentaires sont donnés par exempl&lﬁapsro% and Ullman, 197%. 217 et sui-
vantes).
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Chapitre 12

Parsage tabulaire

Nous nous étudions dans ce chapitre des stratégies d’analyse dédiées a I'analyse de langages ambigus, tels
gue ceux qui sont couramment utilisés pour décrire des énoncés en langage naturel. Rappelons qu’un langage
CF ambigu est un langage tel que toute grammaire CF qui le représente est ambigué, c’est-a-dire assigne
plus plus d’'un arbre de dérivation a au moins un mof.d®ans ce contexte, les stratégies déterministes,
garantissant ine mplge)l(ité linéaire, que nous avons présentées dans les chapitres précédents (notamment
aux chapitreg e% %so’nt nécessairement inadaptées. Le probléme est double : (i) comment parvenir a
conserver une complexité raisonnable pour tester I'appartenance d’'une chaine a un langage (ii) comment re-
présenter efficacement 'ensemble (potentiellement exponentiellement grand) des différentes analyses pour
une phrase donnée. Nous expliquons tout d’abord comment représenter dans une structurdeetfibbee,

des sous-chaines bien formgaa ensemble exponentiel d’arbres d’analyse. Nous présentons ensuite des
algorithmes ayant une complexité polynomiale (précisémer @r¥) OLLIJnne%S}ala longueur de é%r%h%ge

. [0
a analyser) pour résoudre ce prob!s‘%rgl{a,cﬁlg t?%%r,gs algorlthmesﬁﬁ]%ger, 196Y et Earley(Earley,
€

1970, qui sont présentés aux secti .2, alnsi que diverses variantes et extensions.

12.1 Analyser des langages ambigus avec CYK

12.1.1 Les grammaires pour le langage naturel

Nous avons vu (hotamment au chap%%)t%ﬂlé parsage naif de grammaires CF impliquait de calculer et

de recalculer en permanence les mémes constituants. Il apparait donc naturel, pour accélérer la procédure,
d'utiliser une structure temporaire pour garder les résultats déja accumulés. Il existe, du point de vue du
traitement automatique des langues , deux raisons importantes supplémentaires qui justifient le besoin de
manipuler une telle structure. La premiére, et probablement la plus importante, est que le langage naturel est
abominablement ambigu, et qu’en conséquence, les grammaires naturelles seront naturellement ambigués,
c'est-a-dire suceptibles d'assigner plusieurs structures syntaxiques différentes a un méme énoncé. En sus
de I'ambiguité lexicale, massive, 'exemple le plus typique et potentiellement générateur d’une explosion

combinatoire des analyses est celui du rattachement des groupes prépositionnels.

i - . " ... .Jarm.tp.dimanches
Considérons de nouveau la grammaire “des dimanches”, reproduite a laZaplet interessons-nous par

exemple a la phraseLouis parle a la fille de la fille de sa tante. Selon la maniere dont on analyse le
“rattachement” des groupes prépositionnels (correspondant au non-teiifa), on dispose pour cette
phrase d’au moins trois analyses :

— un seul complément rattaché au vepaele : a la fille de la cousine de sa tante

— deux compléments rattachés au vepbde : a la fille ; de la cousine de sa tante
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pr S -GN GV pis V — mange | sert

po GN — DET N pig V — donne

p3 GN —GNGNP pir V. — boude | s'ennuie
ps GN — NP pigs V — parle

ps GV =V pi9 V. — coupe | avale

ps GV —-VGN po V. —discute | gronde
pr GV -V GNP p21 NP — Louis | Paul

pgs GV —VGNGNP |pp NP — Marie| Sophie
pg GV =V GNPGNP |ps N — fille| cousine | tante

pio GNP — PP GN paa N — paternel | fils |
pn PP —dela pes N — wviande | soupe | salade
pi2 DET —lalle ps N — dessert| fromage | pain
pis DET — sa | son por  ADJ — petit | gentil
pia DET — un | une peg  ADJ — petite | gentille
TAB. 12.1 — La grammairé&/p des repas dominicaux grm.tp.din

— deux compléments rattachés au vepbde : a Ia fille de la cousine ; de sa tante

Notez qu'il y en aurait bien d’autres si I'on augmentait la grammaire, correspondant a la possibilité d’utiliser
des groupes prépositionnels comme compléments circonstanciels (temps, lieu, moyen... Maissur

parle a la table d’a c6té de la fille de la cousine de sa tante.

Linguistiguement, la raison de la prolifération de ce type d’ambiguité en frangais provient de la structure
des groupes nominaux et noms composés qui sont majoritairement de laXo¥e (DET) N, éven-
tuellement entrelardés ici ou la de quelques adjectifs. Ceci est particulierement manifeste dans les domaines
techniques, ou I'on parle dermes: une machine de Turing, une turbine a vapeur, un réseau de neurones,

un projet de développement d’un algorithme de résolution du probléme de I’approximation d’équations aux

dérivées partielles....

Nous n'avons mentionné ici que des cas d’ambiguités globales, c'est-a-dire qui persistent au niveau de la
phrase toute entiére. Un analyseur perd également beaucoup de temps a explorer inutilement des ambiguités
locales Considérez par exemple la construction d’'un ncSudhns une analyse ascendantel @&@ve de

Jacques a réussi le contréle. Dans cet exemple, un analyseur naif risque de construire toute la structure

de racineS dominant le préfixe Jacques a réussi le contréle, qui, bien que correspondant a une phrase
compléte parfaitement correcte, laisse non analyseé le priéfiree de, et n’est donc d’aucune utilité.

Il est alors nécessaire, pour des applications en traitement des langues, de représenter de maniére compacte
un ensemble d’arbres de dérivations : on appelle un tel ensemble d’'arbrizsétroe dérivations

Second désidérata important : les systemes de parsage envisagés jusgu’alors fournissent une réponse binaire
(oui/non) a la question de I'appartenance d’'une chaine a un langage. Dans le cas ou la réponse est néga-
tive, cela donne bien peu d’'information aux traitements ultérieurs, quand bien méme un grand nombre de
constituants (incomplets) ont été formés pendant le parsage. Dans la mesure ou les systéemes de TLN sont
souvent confrontés a des énoncés non-grammaticaux au sens strict (style de rédaction (eg. les titres) ; sys-
temes de dialogues : hésitations, reprises... ; sorties de systemes de reconnaissance des formes (de la parole
ou de I'écriture manuscrite) , cette maniére de procéder est insatisfaisante : faute d'une analyse compléte,
on aimerait pouvoir produire au moins une analyse partielle de I'énoncé, qui pourra servir aux niveaux de
traitement ultérieurs (par exemple I'analyseur sémantique).
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La solution a tous ces problemes consiste a utiliser une tabodsschaines bien forméegii va d’'une part
mémoriser les structures partielles dés qu’elles ont été créées, afin d’éviter leur recalcul, et qui va, d’autre
part, fournir des éléments d’'informations aux niveaux de traitement supérieurs, méme en cas d’échec de
I'analyseur.

12.1.2 Table des sous-chaines bien formées

La structure la plus généralement utilisée pour représenter des analyses partielles ou multiples est une table
a double entrée : le premier indice, correspondant a la position de début du constituant, varie entie O et
second indice correspond a la position du premier mot non couvert et varie entietOleiChaque cellule

Ti, j] de cette table contient la liste des constituants reconnusiegttje: inclus, j exclus.

En supposant que la ggrtasrgs% analyser snit sceur mange, on aurait la table des sous-chaines bien formée
suivante (voir la TabldZ2.2).

4| S V, GV
3| GN N
2 | DET
ma sceur mange
1 2 3
TAB. 12.2 — Table des sous-chaines bien formées tab.tp.msi

La cellule[1, 3] contient un GN, indiquant que I'on a reconnu un groupe nominal entre les positions 1 et 3;
alinverse, la cellulg2, 4] est vide : aucun constituant de longueur 2 ne commence a cette position.

Une maniére alternative d’'implanter cette table consiste a la représenter sous la forme d’'un graphe orienté
sans cycle (ou DAG poubirected Acyclic Graph). Chaque nceud de ce graphe représente un mot (ou un
indice de mot), et chaque transition entre nceuds est étiquetée par le constituant trouvé entre les deux nceuds.
Plusieurs transitions entre deux noeuds représenteront alors des fragments ambigus, c’est-a-dire qui peuvent
étre analysés de plusieurs maniéres différentes.

Ce type de représentation de I'ambiguité est illustrée par 'exemple de I'éndadéle parle a samere de

sa tante, dont la table des sous-chaines bien formées est partiellemerisentée a la Figu@%&w
avons volontairement introduit sur ce schéma une information supplémentaire, qui n’est pas représentée
dans la table, en étiquetant chaque arc avec la production qui I'induit, alors la table n’enregistre en réalité
que l'identité du non-terminal correspondant.

Comme figuré sur ce graphe, il existe deux maniéres d’analyaenére de sa tante : sSoit comme UurGN P,
soit comme une succession de d€u¥ Ps. Ces deux interprétations sont effectivement représentées dans
la table, qui, pourtant, ne contient qu’un seul arc étiqueté GV entre les noeuds 3 et 10.

Dans cette représentation, le succés du parsage correspond a I'écriture dans la case “en haut a gauche”
(T'[1,n]) du tableau d’un constituant de typgversion tabulaire), ou encore d’'un arc étiquté&ouvrant”
toute la phrase (version graphique).

Ces tables peuvent s'utiliser indépendamment de la stratégie de recherche ou de parsage utilisée, ascendante,
descendante, mixte, dans la mesure ou elles ne servent qu'a stocker de l'information. La seule contrainte
d'utilisation est relative a I'ordre dans lequel le remplissage aura lieu. Ainsi, pour effectuer un parcours
complet de I'espace de recherche, il faudra, dans une analyse descendante, vérifier que I'on introduit une
nouvelle entrée dans la table qu’au moment ou I'on connait tous les constituants qui peuvent entrer dans

LI manque donc des arcs : sauriez-vous dire lesquels ?
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GV ——>V GNP, GV ——> V GNP GNP

GNP ——> PREP GN

GNP ——> GN GNP

GNP ——> PREP GN
ﬁ ——>DETN

> 4 5 > 6 7 > 8 9 >
V —> parle PREP —>a DET —> sa N —> mere PREP —> de DET —> sa N —> tante

GNP ——> PREP GN

GN —>DETN

Fic. 12.1 — Représentation graphique d’'une ambiguité syntaxique fig.tp.lfpm

cette case. Dans le cas contraire, on risque d’utiliser par anticipation, lors de la consultation de la table, un
résultat partiel, et oublier des analyses. Le méme type de vérification est nécessaire lorsque I'on adopte une
stratégie de parsage ascendant.

12.1.3 Lalgorithme CYK

. lYounger67a . . ., .
L'algorithme CYKkYougnger, 196Y, du a Cock sQf:OanréﬁFr et Kasami est destiné au parsage de grammaires
sous forme normale de Chomsky (voir la sec%ﬁ.]}’ . T fournit un premier exemple de d'utilisation de ces

structures de table. Cet algorithfitaplémente une stratégie d’analyse strictement ascendante. La mise sous
CNF garantit en particulier, qu’on ne rencontrera ni production vide, ni chaine de régles, deux configurations
potentiellement problématiques pour des stratégies pu é?rq(e_@tkascendantes. Commencgons par donner une
premiére version de cet analyseur, formalisé par I’algorit{ﬁgie !

La premiére étape de cet algorithme consiste & initialiser le talfigaan insérant toutes les productions de
type A — a potentiellement utilisées dans I'entréeCette étape correspond au remplissage de la “diagona-
le” du tableau”; elle est simplifiée par le fait que dans une grammaire sous forme normale de Chomsky, les
seules regles introduisant des terminaux sont de la fofmea. La boucle principale consiste a construire,

pour des tailles croissantes Hdes constituants de longuelidébutant en position: il suffit, pour cela, de
considérer toutes les factorisations en deux parties de u; ; et de chercher celles qui sont couvertes par
deux terminauxB et C, avecA — BC une production de la grammaire.

Notez que, méme s'il existe deux reglds— BC et A — DFE permettant d’'insére dans la cellule
T1i, j], la celluleT[i, j] ne contiendra qu’une seule occurrencedde€’est cette “factorisation” qui permet
de représenter un nombre potentiellement exponentiel d'analyses dans une table polynomiale.

Une fois la table construite, il suffit de tester si la table contiedans la cellulél’'[1, n] pour décider si la
séquence d’entrée appartient ou non au langage engendré par la grammaire.

La correction de I'algorithme CYK repose diinvariant suivant, qui est maintenu de maniere ascendante :

Proposition 12.1 A € T7i, j]) si et seulement sl =g ;... uj_1.

La preuve de cette proposition repose sur une récurrence simple sur la longueur des congtituahts (
L'étape d'initialisation garantit que l'invariant est vrai pour les constituants de longueur 1. Supposons qu'il

2C’est plutdt d’'un méta-algorithme qu'il faudrait en fait parler, car la dénomination CYK regroupe en fait des stratégies d’ana-
lyse variées : gauche droit, en ligne, non directionnel...
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Algorithm 10 Analyseur CYK pour une grammaire CNF= (3, V, S, P)

Il la phrase a analyser est=u; . .. uy
I la table d’analys€” est initialement vide 7'[i, j] = 0
forj:=1...ndo
foreach A — u; € P do
Tli,i+1]:=T[,i + 1] U{A}
od
od
/I Boucle principale : Cherche les constituants de longueur croissante
forl:=2...ndo
fori:=1...n—101+1do
fork:=i+1...i+1—-1do
if BeTli,k] NCeTlk,i+I] N A—BCeP
thenT[i,k + 1] :=T[i,k+1]U{A}
fi

od
if S € T[1,n]then return(true) elsereturn(false) fi

soit vrai pour tout longueug [. Linsertion dans la cellul€[i, j] est déclenchée uniquement par les situa-
tions ou I'on a a la fois :

— B e TJi, k], ce qui implique queB = w; ... up_y

— C € Tk, j], ce quiimplique que&’ =y, ... uj_1

— A~ BC € P, ce qui entraine bien qué = u;...u;j_;

Quelle est la complexité de I'algorithme CYK ? La boucle principale du programme comprend trois boucles
for se répétant au pire fois, d’'ou une complexité cubique en Chaque cellule d&" contient au plus

| V| valeurs; dans le pire des cas, il y aura autant de productions CNF que de paires de non-terminaux,
d’ou une complexité V | 2 pour la recherche de la partie droite. Au total, I'algorithme CYK a donc une
complexité totale | V' | 2n3. C’est un premier résultat important : dans le pire des cas, le test d’appartenance
dewu a une grammaire CE a une complexité polynomiale en la longueurdéornée par un polynome de

degré 3. Notez que la complexité dépend, a travers la constante, de la taille de grammaire (aprés Chomsky
normalisation).

Différentes variantes de CYK sont possibles, selon que I'on adopte un ordre de parcours qui est soit « les plus
courtes chaines d’abord » (ce qui correspond a I'algorithme présenté ci-dessus), soi%«lé)%r gt%us-diagonales »,
Ces deux parcours sont représentés respectivement en trait pleins et pointillés danﬁl%‘.lﬁ&mble

illustre le fait que, dans le premier parcours, la cellll|é, 4] est traitée aprés la celluig5, 7]), c’est-a-dire

aprés I'examen de toutes les sous-chaines de longueur de 2; alors que dans le second parcours, elle est
examinée dés que deux sous-constituants sont disponibles. Cette seconde stratégie correspond a une analyse
en ligne pendant laquelle les constituants maximaux sont construits au fur et & mesure que les mots sont
présentés a I'analyseur.

Pour compléter, notez que CYK est adaptable aux cas non-CNF et qu'il est possible, en analysant la ver-
sion Chomsky-normalisée, de reconstruire (au prix d'une structure auxiliaire gérant la correspondance entre
régles CNF et les autres) les analyses fournies par la grammaire originale.
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8 = I R e - /P —=
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i
1 2 3 4 5 6 7
FIG. 12.2 — Deux implantations différentes de CYK fig.cykpatl

12.1.4 Du test d’'appartenance a l'analyse

Comment reconstruire a partir de la talfldes différents arbres de dérivati ar|13_t?_ CCgtte étape de reconstruc-
tion, implantée naivement, demande deux extensions a I'algoritme pré%ﬁﬁﬁ:aglt tout d’abord de
sauvegarder la maniére dont un non-terminal est inséré dans une cellule, en associant a chaque non-terminal
A deTTi, j] un ensemble3 P, contenant par exemple des quintuplétsi, j, i, j'), our est l'indice de la
A-production appliquée, €ét, j) et (i, ;') les indices dans la table des “descendantsAde

Avec cette extension, la construction de I'arbre d’analyse s’opére egérqvenrqiﬁgé depuis la racine le graphe de
descendance induit par I&5P. La procédureMakeTrees de I'algorithmelTimplemente un tel parcours.

Algorithm 11 Construction des arbres de dérivation a partir d’'une table CYK

Tree = () I/ 'arbre est une pile contenant les dérivations gauches
MakeTrees (S, 1,n)
funct MakeTrees(A,p,1))
if (1=1)
then do// une feuille
foreach (A — a) € BP(A,p,l) do
push(Tree, A — a)
if s = n then PrintTree(T'ree) fi
od
od
elsedo // un noeud interne
foreach (A — BC,i,j,7,j") € BP(A,l,s)
MakeTrees(B,1i,j)
MakeTrees(C,i, j')
od

3Si I'on y réfléchit un peu, des quadruplets suffisent. Pourquoi ?
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peaiey | 12.2 Algorithme d’Earley et ses variantes

tp.awwss 12.2.1 Table active des sous-chaines bien formées

Pour l'instant, nous avons considéré la table comme un simple auxiliaire pour mémoriser les constituants
trouvés lors de la recherche et pour représenter des analyses partielles et/ou multiples. Nous allons mainte-
nant montrer comment étendre cette représentationgiager 'analyse, en utilisant la table pour repré-

senter des hypothéses concernant les constituants en cours d’agrégation (dans une stratégie ascendante) ot
concernant les buts a atteindre (dans le cas d'une stratégie descendante). Cela nous permettra (i) de nous
affranchir de la précondition de mise sous forme normale de Chomsky et (ii) de construire des analyseurs
plus efficaces.

Un premier pas, par rapport a CYK, consiste a stocker dans la table d'anal se \n peu plus que les simples
terminaux reconnus entre deux positions, en utilisant de nouveau (cf. la J%Eﬁj dé concept deéegle
pointéepour représenter les hypothéses et buts courants. Rappelons :

Définition 12.1 (Régle pointée)Unerégle pointéeest une production augmentée d’un point. Le point in-
dique I'état courant d’application de la regle (autrement dit & quel point les hypothéses qui permettent
d’'appliquer la régle ont été satisfaites).

. . o rm.tp.dimanches
Par exemple, des regles pointées suivantes sont tout a fait licites compte-tenu de la grammaire
- S—eGNGV
- S—GNeGV
- S=>GNGV e
Ces ]qrgs_tgg%gtﬁevrgnt naturellement dans la table des sous-chaines bien formées, comme représenté a la fi-
gureh%%smnﬁme, la régle pointée— GN e GV entre les nceuds 1 et 3 indique que I'opération
réussie de réduction dd NV a conduit a reconnaitre le début d’'une phra$g & laquelle il manque encore
un groupe verbal pour étre compléte.

GN—> DETN GN-—>DET.N GN-—>DETN.

2 3 4
DET ——> la. N ——> fille. V ——>dort.
S —> .GN GV S —>GN.GV
GN ——> .GN GNP GN —> GN . GNP
FIG. 12.3 — Un exemple de table active fig.tp.tablz

. Ei%.t%.tablactive . , . . . .
ftfl?%r%[%pa%t% la figuréZ.3se transpose directement dans la représentation tabulaire suivante (voir la Table

On appeleratemtout élément figurant dans une cellule de la table d’analyse. Dans le cas présent, un item
est de la forméA — a e 3,14, j], portant I'information suivante « =0 ui. .. uj—1. Il existe en fait deux
sortes d’items dans une table d’analyse :

Définition 12.2 (Items actifs et inactifs) Un item actif est un item tel que le point n’est pas situé a droite
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4 S—GN GVe V — dorte
3| S GNeGV,GN —~GNeGNP | N — fillee
2 DET — lae, GN — DET ¢ N

1 2 3
la fille dort
TAB. 12.3 — Une table d’analyse en construction tab.tp.tabl

de la partie droite. Un item inactif est un item qui n’est pas actif. Une table active est une table qui contient
des items actifs.

tab.tp.tablactive . .
Dans I'exemple de la tabiﬁzé S — GN e GV,1,3] est un item actif, alors queV — fillee, 2, 3] est

inactif. Les itemdnactifs correspondent précisément & ce qui est représenté (et représentable) dans la table
d’'un analyseur de type CYK. Voyons comment les items actifs interviennent pour définir des stratégies de
parsage plus efficaces, en commencant par une nouvelle stratégie purement ascendante.

12.2.2 Laregle fondamentale du parsage tabulaire

L'idée générale du parsage a base de table, consiste a essayer d'étendre les items actifs pour les rendre
inactifs, puisqu’une analyse compléte est par définition représentée par un item [ifiactiface, 1, n].
Comment cette opération essentielle se déroule-t-elle ? Par application de la régle suivante :

Définition 12.3 (Régle fondamentale du parsage tabulaireBi la table d’analysel” contient I'item actif
[A — a1 e Bag, i, j| et l'item inactif[B — ase, j, k], alors on peut rajouter dans la table I'item (actif ou
inactif) : [A — a1 B e ag, i, k.

Cette régle, par la suite dénot&enp, peut étre vue comme une régle de déduction permettant de construire

de nouveaux items en combinant des items déja présents dans la table.

. \ . ab.tp.tablactive
Un exemple d’application de cette regle fondamentale se lit dans I'exemple | feainsi la presence

de l'item [GN — DET e N,1,2] (un GN en cours de reconnaissance), et de l'ite¥h— fillee, 2, 3]
(un N complet) permet d’insérer dans la table le nouvel iféiW — DET Ne, 1, 3] (un GN complet, de
longueur 2, débutant en position 1).

Pour achever de définir complétement un algorithme de parsage utilisant ces items, trois points supplémen-

taires doivent étre spécifiés :

— l'initialisation de la table. En effet, la régle fondamentale ne pourra rien dériver tant que la table est vide :

il faut donc décider d’'une certaine maniére initialiser la table.

— la stratégie d'utilisation des régles (ou comment insérer de nouveaux arcs actifs dans le graphe) : il faut
également des arcs actifs pour appliquer la regle fondamentale ;

— la stratégie de recherche, qui correspond a la définition d'un ordre pour examiner efficacement les hypo-
theses actives.

Ces spécifications complémentaires doivent étre penser dans I'optique permettre d’optimiser I'analyse, sa-

chant que performances des algorithmes de parsage tabulaire dépendront principalement :

— du nombre d’items créés en cas d’échec de I'analyse : on souhaite qu'’il y en ait le moins possible.

— du nombre d’items inutiles en cas de succes de I'analyse : idéalement tous les arcs du graphes doivent étre
utilisés dans au moins une analyse ; idéalement, il ne devrait plus y avoir d’arcs actifs quand I'analyse se
termine.

Nous présentons, dans un premier temps, une instanciation particuliére du parsage tabulaire dans le cadre

d’'une stratégie gauche droite purement ascendante. Nous présentons ensuite diverses variantes, singuliére-

ment plus efficaces, d’algorithmes utilisant la tabulation.
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L'implémentation de cette stratégie se fait directement, en complétant la régle fondamentale par les instruc-

tions suivantes :

— init la régle fondamentale nécessite de disposer d’items actifs. La maniére la plus simple pour en construire
est d’insérer, pour chaque productidn— « de P, et pour chaque position dans la phrase, une hypothése
concernant le début de la reconnaissancd .deomme ces nouveaux items ne “couvrent” aucun terminal
de I'entrée courante, leur indice de début sera conventionnellement pris égal a I'indice de fin. Cette étape
donne donc lieu a des itemd — e« 7, 7] selon :
foreach (A — a) € P do

foreachi € (1...n) do
insert[A — e, i,i| in T
od
od

— scanil est également nécessaire de définir une stratégie pour concernant la reconnaissance des terminaux.
La regle suivante exprime le fait que si un item actif “attend” un terminal, alors cet élément trouvé sur
I'entrée couranted) permettra le développement de I'item, soit formellement :
it [A— aaB,i,jleT N uj=a

then insert[A — ca e 3,i,5+1]in T
fi

La mgg_te.rgu%eeﬁ\ére de cette stratégie sur 'exemple de la phraspére gronde sa fille est illustrée & la

tableb?%@ﬁ?{%ﬁléa eté délibérément expurgée des (trés nombreux) items créés a l'initialisation, qui

sont néanmoins utilisés pour dériver de nouveaux items.

Num. | Item régle | Antécédents
1| [DET — une,1,2] scan | [DET — eun,1,1]
2| [GN — DET e N, 1,2] comp | [GN — eDET N,1,1]etl
3 | [N — peéree, 2, 3| scan | [N — epere,2,2]
4 | [GN — DET Ne,1,3] comp | 2et3
5|[S—GNeGV,1,3| comp | [S— eGN GV,1,1] et4
6| [GN -GN eGNP,1,3| comp | [GN — e¢GN GNP, 1,1] et4
7 | [V — grondee,3,4] scan | [V — egronde, 3, 3]
8 | [GV — Ve, 3, 4] comp | [GV — eV, 3,3| et7
9| [GV =V eGN,3,4] comp | [GV — eV GN,3,3|et7
10 | [GV =V e GNP, 3,4] comp | [GV — eV GNP, 3,3|et7
11| [GV =V e GN GNP, 3,4] comp | [GV — eV GN GNP,3,3] et7
12| [GV =V e GNP GNP,3,4] | comp | [GV — ¢V GNP GNP,3,3] et 7
13| [S = GNGVe,1,4] comp | 5et8
14 | [DET — sae,4,5] scan | [DET — esa,4,4]
15 | [GN — DET o N, 4, 5] comp | [GN — eDET N, 4,4] et 14
16 | [N — fillee,5, 0] scan | [N — efille,5, 5]
17 | [N — DET Ne 4,6] comp | 14 et 16
18 | [GV — V GNe, 3, 0] comp | 9etl7
19| [GV =V GN GNPe,3,6] comp | 1let17
20 | [S—= GNGVe, 5,1] comp | 6etl8
21 | [S— GN ¢ GV, 4,6] comp | [S — eGN GV,4,4] et 17
22 | [GN — GN ¢ GNP, 4,6 comp | [GN — ¢GN GNP, 4,4] et 17
TAB. 12.4 — Parsage tabulaire ascendant tab.tp.bue
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De maniere implicite, le remplissage de la T%%%%Lmtratégie d’application des régles suivant :

— insérer tous les items résultant de I'applicatiorirde

— s'il est possible d’appliquezomp choisir d’appliquecomp

— sinon s'il est possible d’appliquecan appliquerscan

Indépendamment d’'une choix d'une stratégie de prioritisation des régles, I'implantation d’'un algorithme
demande de maintenir dans des structures séparées les items avant et aprés que I'on a évaluer leurs « consé-
guents ». Dans le jargon du domaine, ces deux structures sont la taldleaftjuet 'agenda De maniére

trés schématique, I'algorithme précédent se récrit en

— insérer tous les items résultant de I'applicationimdedans I'agenda.

— prendre un item de I'agenda, I'insérer dans la table, et insérer tous ses conséquents directs dans I'agenda.
Resterait encore pour achever la spécification compléte d’'un algorithme a définir comment choisir entre
plusieurs applications concurrentes de la méme régle (ainsi la rafalendigdonnant lieu aux items 8 a

13). Ainsi qu’'a mieux analyser l'influence des malformations possibles de la grammaire (productions vides,
productions non-génératives, récursions gauches...).

Une analyse plus poussée de cet algorithme révéle un certain nombre d'inefficacités :

1. init met a disposition deomptous les éléments potentiellement utiles pour faire de I'analyse ascen-
dante. Cette étape est toutefois bien trop prolixe et conduit a I'insertion dans la table de nombreux
items qui ne seront jamais considérés; le cas le plus flagrant étant l'insertion d’items actifs introdui-
sants des terminaux qui n'apparaissent méme pas dans la phrase.

2. compest parfois utilisée inutilement : ainsi la création de I'item (inutile) 13, qui ne pourra jamais étre
développé puisqué n'apparait dans aucune partie droite.
De méme, 21 et 22 sont inutiles, 21 doublement d’ailleurs parce qued)lenanquant ne pourra
pas étre trouvé au dela de la position 6 et (ii) quand bien méme il le serait, reconnditea position
4 ne pourra que conduire I'analyse dans une impasse.

Nous examinons, dans les variantes décrites ci-dessous, divers remédes a ces inefficacités.

12.2.4 Coin gauche

L'approche “coin gauche” consiste essentiellement a revenir a une stratégie initialisation de la table sem-
blable a celle mise en oeuvre pour CYK. Cela suppose que tous les terminaux soient introduits par des régles
de laformeA — a et que ces réglef\%?%%\grll%ﬁeséeules aintroduire des ternfiGamsidérons que c’est bien

le cas, comme dans la grammﬁ@‘I%quautorise alors a remplacer I'étagiepar une nouvelle

définition selon :

forie (1...n)do
foreach A — u;
insert([A — u;®,i,i+ 1])in T
od

od

Le probléme est maintenant de déclencher l'insertion d’items actifs, qui permettront de nourrir la régle
fondamentaledomp. L'idée de I'analyse du “coin gauche” consiste a émettre une hypothése sur la re-
connaissance d’'un constituant que si I'on a déja achever complétement de reconnaitre son “coin gauche”
(c'est-a-dire le premier élément, terminal ou non terminal, de la partie droite) Cette stratégie se formalise
par la régldeftc:

“Ces deux conditions sont de pure convenance : on pourrait aussi bien définir un analyseur du coin gauche pour une grammaire
ayant une forme quelconque et traiter les terminaux au moyen de deux regles : I'une effectcamspgécifique pour les terminaux
correspondant a des coins gauches, et l'autre effectuastampour les terminaux insérés dans les queues de parties droites.
Sauriez-vous mettre en oeuvre une telle analyse ?
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if [ X —ae i jleT

thenforeach X — Y 8 € P do
insert([X =Y e 3],i,5)InT

od

fi

Cette nouvelle regle effectue en un coup la reconnaissance du coin gauche a partir d'un item inactif, 1a ou
I'algorithme précédent se décomposaitieit (créant un item actif initial) ecompreconnaissant le coin

gauche.

En présence de productionasil faudrait également se donner la possibilité de reconnaitre des productions
vides par une regle de type :

foreachA — e € Pdo
foreachi € 1...n) do

insert([A — o(3],4,7) in T

Il suffit maintenant, pour compléter cette description, de spécifier un ordre d’application de ces différentes

régles. Les ordonner sbetlo%:ﬁ)cm

; . tab-{p.
suivante (voir la tablézﬁ. Notons

pest prioritaire suteftc, elle-méme prioritaire sunit, conduit a la trace
gu’ici encore le choix d'appliqué¢eftc avant d’en avoir fini avec les

appels anit n’est pas une nécessité et un autre ordre aurait en fait été possible.

Num. | Item regle | Antécédentg
1| [DET — une,1,2] init
2| [GN — DET e N, 1,2 lefte |1
3 | [N — peéree, 2, 3| it
4 | [GN — DET Ne_1,3] comp | 2et3
5| [S—GNeGV,1,3] lefte | 4
6| [GN -GN eGNP,1,3| leftc | 4
7 | [V — grondee,3,4] init
8| [GV — Ve, 3, 4] lefte | 7
9| [S—GN GVe,1,4] compl | 5et8
10| [GV =V e GN, 3,4] leftc | 7
11| [GV —V e GNP, 3,4] lefte | 7
12 | [V =V e GN GNP, 3,4] lefte | 7
13| [GV = Ve GNP GNP,3,4] | lefte |7
14 | [DET — sae,4,5] init
15 | [GN — DET o N, 4, 5] lefte | 14
16| [N — filles, 5, 6] init
17 | [N — DET Ne 4,6] compl | 15 et 16
18 | [V — V GNe, 3, 6] comp | 10et17
19 | [GV =V GN ¢ GNP, 3, 6] comp | 12etl7
20| [S—= GN GVe,1,6] comp | 6etl8
21 | [S— GN ¢ GV, 4,6] leftc | 17
22| [GN ~ GN ¢ GNP, 4,6 lefte | 17

TAaB. 12.5 — Parsage tabulaire : stratégie du coin gauche

tab.tp.leftc

ab.tp.buearle
La différence avec la trace prj%%(?e@i% (cf. la Tﬁtﬁéﬁs ne sau) fe pas aux yeux; elle est pourtant sensible

puisque les 22 items de la ta
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compléte des items de la table précédente, y ajouter te%ﬂ i:[e%ns initiaux. Remarquons également la
présence d’'un certain nombre d'items inutiles dans la tabie: ainsifes items 6, 8, 9, 19, 21 et 22, soit
presqu’un item sur trois.

;:|ec.earley 12.2.5 Une stratégie mixte : I'algorithme d’Earley

Répétons-nous : 'efficacité d'un systéme de parsage dépend fortement du nombre d’items qui ont été in-
utilement ajoutés dans la table (et corrélativement développés). Nous I'avons mentionné plus haut, dans
le cas d’'un algorithme purement ascendant, I'ajout d’items inutiles est en fait chose courante. Considérez,
en effet, 'analyse d’'une phrase comme fils de ma tante pleure. La reconnaissance du groupe nominal
(GN) ma tante, entraine I'insertion ascendante des hypothéses correspondant a & rédgleV GV'. Ces
hypotheses vont, de plus, étre prolongées, puisqu’on va bien trouver par la gkiite (la tante) comme

le GV (pleure). Pourtant, il estimpossible de trouver ici une phrase, puisqu’on laisserait inanalysés les trois
premiers mots de la phrask (ils de).

. . Earley70a . . .
Lidée (ﬁsesg;gtlggaggrrlge d’EarIeﬁEﬁﬁD?@ est de guider la stratégie purement ascendante décrite a la
sectionlIZ.Z.3par des informations de contrdle descendantes, qui vont permettre de ne développer que
les items qui peuvent intervenir dans une analyse compléte. A cet effet, la table est complétée par des
items correspondant a dpgédictions(descendantes) ; un hypothése ne sera alors développée que si elle est
correspond a une telle prédiction.

Cette idée est mise en ceuvre en remplacant I'étape d'initialisation aveugle de I'algorithme purement as-
cendant par une initialisation plus raisonnable, consistant a faire I'hnypothése minimale que I'on débute la
reconnaissance d'une phrash & la position 1. Ceci est formalisé par une nouvelle versioinite

foreachS — o do

insert([S — e, 1,1])inT
od
La mise en ceuvre de cette approche demande une nouvelle régle exprimant les prédictions descendantes : il
s’agit d’exprimer le fait qu’on ne fait I'hypothése de démarrage d’'un nouveau constituant que si ce consti-
tuant est attendu, ie. que si sa reconnaissance pourra étre utilisée pour développer un item déja existant.
Cette nouvelle réglepfed) s’écrit dong :

if [ X~ aeBfijleT
then insert([B — e« j,j]) in T
fi
L'idée générale de 'algorithme est alors la suivante :
— initialiser les items actifs correspondant§ avecinit
— appliquer les trois régles restantes, avec I'ordre de priorité suicantpest prioritaire supred lui-méme

priorijf%litr)ee syirscan

LatableTZ.6donne la trace de I'utilisation de cette stratégie sur la phtaghds de ma tante pleure. Confor-

mément aux idées originales de Earley, nous nous sommes permis une petite licence consistant a effectuer
un regard avant de 1 au moment de chercher les terminaux. Ceci économise tout un tas de prédictions in-
utiles d’items tels qu€D ET — ema]... Un résultat identique serait obtenu en complétant l'initialisation par

un remplissage “a la CYK” des items introduisant des terminaux. Ce scan un peu amélioré ssanate

L'incorporation du contréle descendant des hypothéses permet donc effectivement d’éviter de construire un
certain nombre d’items, comme en particulier ceux qui correspondraient & une hypothése de démarrage de

5Une maniére d'interpréter c i C "e est de la voir comme simulant, de concedoawgda construction dynamique d’'une
table d’analyse LR (voir la sectio%Z%)—bL
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cO~NO UL WNBE

R vl e =
AwNRO

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

[S— eGN GV, 1,1])
[GN — eDET N, 1,1))
[GN — «GN GNP,1,1))
[DET — les, 1,2])
[GN — DET e N, 1,2])
[N — filse, 2,3])
[GN —~ DETNe,1,3)])
(S — GN e GV, 1,3])
[GN —~ GN ¢ GNP, 1,3])
[GV — oV, 3,3]

[GV — eV GN, 3, 3]
[GV — eVGNP,3,3]
[GV — ¢VGNGNP, 3, 3]
[GV — eV GNP GNP,3,3]
[GNP — ePP GN, 3, 3]
[PP — dee,3,4])
[GNP — PPeGN,3,4]
[GN — eDET N,4,4])
[GN — ¢GN GNP, 4,4])
[DET — mase,4,5])
[GN — DET e N,4,5])
[N — tantee, 5, 6])
[GN — DET Ne, 4,6])
[GNP — PP GNe,3,0]
[GN — GN GNPe,1,6])
[S— GN eGV,1,6])
[GN — GN e GNP, 1,6])
[GV — &V, 6, 6]

[GV — &V GN, 6, 6]
[GV — eVGNP,6,6]
[GV — ¢VGNGNP, 6, 6]
[GV — eV GNP GNP,6,6]
[GNP — ePP GN,6, 6]
[V — pleuree, 6,7])
[GV — Ve, 6,7]

[GV =V eGN,6,7]
[GV =V eGNP,6,7]
[GV ~ V « GNGNP,6,7]
[GV —V e GNP GNP,6,7]
[S — GN GVe,1,7))
[GN — «DET 7,7]
[GNP — PP GN,7,7]

init
pred
pred
scan+
comp
scan+
comp
comp
comp
pred
pred
pred
pred
pred
pred
scan+
comp
pred
pred
scan+
comp
scan+
comp
comp
comp
comp
comp
pred
pred
pred
pred
pred
pred
scan+
comp
comp
comp
comp
comp
comp
pred
pred
pred

N R

1,4

= wkEDN
© 00 00 00 O O - (é)]
ul ~N o

15et 16
17
17
18

18 et 20
21

21 et 22

17 et 23

24 et9

1,25
3,7
26
26
26
26
26
27
33
34
34
34
34
34

26 et 35
36
37
41

TAB. 12.6 — Développement de la table d’analyse avec I'analyseur d’Earley
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phrase au milieu (c’est a dire aprés la reconnaissandg/duma tant@ de I'énoncé. Sous cette forme, |l
apparait toutefois que de nombreux items inutiles sont crées, soit parce que le mécanisme de prédiction est
trop libéral (ainsi les items 10 & 14, 28 & 33 (seul 29 est utile), ou ceux créés apres l'item 40 ; soit parce que
la complétion agit sur des items sans avenir (ainsi les items 36 a 39).

Extensions Il est donc souhaitable et possible de raffiner encore cet algorithme :
— en incorporant des possibilités de regard avioukiahead, qui vont permettre, a nouveau, d'éviter
de développer certains items. Ainsi par exemple, I'item 25 est inséré par prédiction d'un GNP. Or, |l
suffirait de regarder I'input pour réaliser que c’est impossible, puisqu’'un GNP ne peut démarrer qu'avec
une des prépositions, et que l'input contient un verbe. Comme pour les analyseurs LL, ce type de filtrage
demanderait de calculer la table déERST. Il est également possible de filtrer des complétions abusives
par utilisation d’'un regard avant : de cette maniere les items 36 a 39 pourraient-ils étre également évités.
Le bénéfice de ces stratégies est toutefois contesté, dans la mesure ou elles induisent un codt algorithmique
non négligeable.
— en retardant les prédictions jusqu’a la reconnaissance g’ité@.tg%ﬂcgauche. Ceci peut se voir comme une
extension relativement naturelle de I'algorithme de la seciibg.4 consistant a :
— ajouter un item supplémentaire “descendant” a l'initialisation, de la fgime e« 1, 1]
— ajouter une condition supplémentaire a la régle du coin gauche, demandant qu’' itefd e v, 7, ]
ne soit inséré que (i) $B — 0,1, j] existe (coin gauche normal) et si (ii) A est prédit de maniere
descendante, correspondant & un iféh— v e Y4, [, i|, et A peut débuter une dérivation de

Complexité L'algorithme d’Earley permet de construire des analyseurs pour des grammaires quelconques

, avec une complexité égalemeantn?) : I'analyseur doit considérer un par un tous les items de I'agenda
pour les insérer dans la table. Le nombre de productions pointées étant une constante de la grammaire, il
y a au maximum de l'ordre d@(n?) items; I'examen d'un itenjda e B 3,4, 5], notamment I'étape de
complétion, demande de chercher tous les items inactifs potentiellement utiligakeg, k], introduisant

un troisiéme indice libré: entre 1 etn. On obtient ainsi la complexité annoncée. Dans la pratique, les
analyseurs obtenus sont “souvent” quasi-liné&oegpeut également montrer que la complexité est dans le

pire casO(n?) pour des grammaires non-ambigués.

Préfixe viable Une propriété remarquable de I'algorithme d’Earley est sa capacité a localiser précisément
les erreurs. Cette propriété, dite dréfixe viable garantit qu'une erreur sera détectée par I'algorithme sur
le premier symbole:; tel queu; . .. u; n'est pas un préfixe d@.

Preuve. C’est vrai pour les items initiaux. Supposons que ce soit vrai apres insertion du niéme item et
considérons l'insertion d’'un item supplémentaire. Deux cas sont a considérer :
— soit cet item provient d’'une application geed ou decomp: dans ce cas, le nouvel itefB — e, i, j]
ne couvre aucun symbole terminal supplémentaire ; la propriété du préfixe viable reste donc satisfaite.
— soit cet item provient d’'une application dean: ceci signifie que le symbole lu sur I'entrée courante avait
été prédit, et ait donc susceptible de donner lieu a un développement de I'analyse.

SEn particulier si la grammaire est déterministe !
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tpoplts | 12.3 Compléments

@ 12.3.1 \Vers le parsage déductif

Nous avons pour l'instant développé de maniére relativement informelle les algorithmes de parsage tabu-
laire. Il nous reste a aborder maintenant une derniére question importante, qui est celle de la correction de
ces algorithmes. Comment s’assurer, que formalisés sous la forme d’'une technique de remplissage d’'une
table, ces algorithmes ne “manquent” pas des analyses ?

Informellement, deux conditions doivent étre simultanément remplies pour assurer la validité de cette dé-

marche :

— chaque analyse possible doit étre représentable sous la forme d’un item de la table. C’est évidemment le
cas avec les items que nous avons utilisé a la section précédente, qui expriment une analyse compléte de
uq ... u, parun item de la formgs — ae, 1,n|.

— le mécanisme de déduction des items doit étre tel que :

— seuls sont déduits des items conformes a la stratégie de parsage;

— tous les items conformes sont déduits a une étape de donnée de I'algorithme : proprastédidude

La notion de conformité introduite ici est relative aux propriétés qu’expriment les items. Ainsi, il est pos-
sible de montrer que tout item de I'algorithme d’Earley vérifie la propriété suivante (on parle également
d’invariant) :

S = w. . uiAy

AUjq1 ... Up

Lorsque ces propriétés sont remplies, on dit que I’algor'étmpggx;ast correct. [gslse %%ﬂgats généraux concernant

la correction des algorithmes tabulaires sont donnés i@gneu encore dangShieber et al., 1994 qui
réexprime les stratégies tabulaires dans le cadre de systemes de déductions logique.

[Aw-ﬂ,z‘,j]eTH{

12.3.2 D’autres stratégies de parsage

L'alternative princip c(?mlLe{gsgjechniques tabulaires pour le parsage de grammaires ambigués est le parsage
LR généralisé (GLR%!? ). L'idee de base de cette approche conduire une analyse LR classique en gérant les
ambiguités “en largeur d’abord”. Rencontrant une case qui contient une ambiguité, on duplique simplement
la pile d’analyse pour développer en paralléle les multiples branches. S’en tenir la serait catastrophique,
pouvant donner lieu a un nombre exponentiel de branches a maintenir en paralléle. Cette idée est “sauvée”
par la factorisation des piles dans un graphe, permettant d’éviter de dupliquer les développements des piles
qui partagent un méme futur. Cette factorisation permet de récupérer la polynomialité de I'algororithme, qui,
comme celui d’Earley a une complexité ©1n?) dans le pire cas, et souvent meilleure pour des grammaires

« pas trop ambigués ».

Les meilleurs\;é|sultg§s théoriques pour le parsage des grammaires CF sont donnés par I'algorithme proposé
. aliant/ba . N ., 2.81 N R .

par L. Vallantk'?), qui parvient a une complexité én(2°"), en ramenant le probleme du parsage a celui

du produit de matrices booléennes, pour lequel il existe des algorithmes extrémement efficaces. Ce résultat

n'est toutefois intéressant que d’un point de vue théorique, car la constante exhibée dans la preuve de Valiant

est trop grande pour que le gain soit réellement significatif dans les applications les plus courantes.

Pour conclure avec les questions de la complexité, il est intéressant (et troublant) de noter que pour I'im-
mense majorité des grammaires, on sait construire (parfois dans la douleur) des analyseurs linéaires. Par
contre, on ne dispose pas aujourd’hui de méthode générale permettant de construire un analyseur linéaire
pour n'importe quelle grammaire. En existe-t-il une ? La question est ouverte. Par contre, dans tous les
cas, pour lister toutes les analyses, la complexité est exponehtiellé simplement parce que le nombre

’sil'on n'y prend garde les choses peuvent méme étre pire, avec des grammaires qui seraient infinement ambigués.
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d’analyses est dans le pire des cas exponentiel.
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Chapitre 13

Grammaires d’arbre adjoints

Ce chapitre nous entraine a la découverte d’un nouveau formalisme de description de langggas- les
maires d’arbres adjoints(en anglaisTree adjoining grammars, ou TAGS). Ce formalisme est intéressant &

plus d’un titre : tout d’abord, c’est un représentant de la famille des grammaires d’abres, qui constituent des
modéles formels opérant non plus sur des chaines, mais sur des objets structurés prenant la forme d’'arbres.
Ce modéle est intéressant a un second titre, en ce qu’'il permet non seulement de représenter tous les lan-
gages hors contexte, mais encore un certain nombre de langages strictement contextuels. En troisiéme lieu,
nous verrons que ce formalisme ne permet pas de représenter tous les langages contextuels, mais seulement
une sous-classe d’entre eux , connue sous le nom de clasisegages faiblement contextuglen anglais

mildly context sensitive languages). Cette limite d’expressivité des TAGs a une contrepartie bienvenue :

il existe des algoritqcrnaestd’analyse polynomial pour les TAGs, qui généralisent les algorithmes tabulaires
présentés au chapitfieZ 1l existe en fait une cinquiéme raison de s'intéresser aux TAGS, qui est de nature
plus linguistique : dans leur version lexicalisée, elles fournissent un formalisme cohérent pour décrire le
comportement combinatoire des objets syntaxiques.

Ce chapitre s'organise comme suit : dans un premier temps nous introduisons ce nouveau formalisme et dis-
cutons de quelques propriétés formelles importantes. La seconde section présent 2 un al grithme élémentaire
polynomial pour analyser les TAGS, qui généralise I'algorithme CYK étudié a la s%tﬂ%

13.1 Les grammaires d’arbre adjoints

13.1.1 Introduction

Comme leur nom l'indique, les grammaires d’arbres, contrairement aux grammaires syntagmatiques tra-
ditionnelles, manipulent des chaines de symboles hiérarchiqguement structurées, prenant la forme d’arbres
étiquetés. Dans le formalisme des grammaires d’arbres adjdegsarbres sont susceptibles de se combiner
librement par une unique opération binaire, I'opératiGajonction qui permet de dériver des arbres a partir
d’'arbres déja existants.

L'adjonction Commencons par une analogie : I'adjonction de deux arbres est analogue (dans le domaine
des arbres) a ce que ferait une insertion dans le domaine des chaines wgsiarsgre dans, v est
littéralement coupée en deux : la partie a gauchevde;, et la partie a droite de, vo. Le résultat de

!'utilisation de modéles opérant sur les arbres ne se limite pas & ce formalisme : ainsi, par exemple, il est possible de définir
des automates d’arbres, qui dans leur version élémentaire ont une expressivité équivalente aux grammaires CF.
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cette opération est wwv- et est toujours bien défini. Transposer cette opération sur des arbres non étiquetés
revient a détacher “verticalement” un sous-arbrele v, et a le rabouter sur une feuille de ce nouveau
sous-arbre est ensuite rabouté;ala partie “haute” de I'arbre. Lorsque I'on transpose maintenant cette
opération a des arbres dont les nceuds portent des étiquettes symboliques, il faut prendre une précaution
supplémentaire, pour s'assurer queeut se “concaténer” a@, etv, aw. Cette vérification demande de
distinguer en fait deux types d’arbres :
— ceux qui recoivent les insertions, qu’on appelle les arbres élémentaires
— ceux qui sont s’insérent (s’adjoignent), qu’on appelleddses auxiliaires qui ont une forme bien parti-
culiére : ils contiennent nécessairement une feuille distinguée qui porte la méme étiquette que la racine.
Cette feuille est appelée le noepigd et est distinguée notationnellement par un astérisque. L'adjonction
ne peut opérer sur un nceud pied. i tag.adi
La difféerence de comportement entre ces deux types d'arbres est illustrée a Iahl%@ﬁ@llﬁprésente
une adjonction de I'arbre auxiliairg sur I'arbre élémentaire. La racine et le pied dg sont étiquetés par
le méme symbol&X, qui étiquette également le nceudasur lequel opere I'adjonction.

i
o B
FiG. 13.1 — L'opération d’'adjonction fig.tag.adj

Une autre analogie parlante consiste a voir I'adjonction comme séparant en deux le nceud sur lequel elle
opére; sur la partie “haute” se greffera la racine de I'arbre adjoint; la partie basse venant se greffer sur
le pied de I'arbre adjoint. Derniére remarque importante : I'adjonction est une opénatiocontextuelle
signifiant gu’elle est suceptible de concerner un nceud indépendamment de ses voisins.

Définitions Formellement, une grammaire d’arbres adjoints est définie par un quintipiet®, V, S, £, A),

ou X etV sont deux ensembles finis et disjoints de symboles, correspondant aux éléments respectivement
terminaux et non-terminau& ; .S un symbole distingué d& (I'axiome) et oUFE et A sont des ensembles

finis d'arbres respectivement élémentaires et auxiliaires, étiquetés par des symboles @¢ respectant

les contraintes suivantes :

— les terminaux ne peuvent étiqueter que des feuilles

— les nceuds internes sont étiquetés par des non-terminaux
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— il y a exactement un nceud pied par arbre auxiliaire
LensembleE = I U A regroupe tous les arbré&émentairesque I'on oppose ainsi aux arbrdgrivés
c’est-a-dire aux arbres construits par une ou plusieurs opérations d’adjonction.

Une dérivation TAG encode une série de combinaisons entre arbres : o nete ~, si I'arbre dérivé
7, est le résultat d’une adjonction sur un nceudhgdeet = la cléture réflexive et transitive de- . Le
langage d'arbrd’(G) engendré par une TAG est défini comme étant 'ensemble de tous les arbres qu'il est
possible de dériver des arbres initiaux en utilisant un nombre arbitraire de fois I'opération d’adjonction, soit
formellement :

T(G)={v,Fnw e Etqgyn= 7}
Par définition,I'(G) contient tous les arbres élémentaires.

On appelldrontiéred’un arbre la séquence de symboles recueillis sur les feuilles lors d’un parcours préfixe
de I'arbre. Sir est un arbre, on notefasa frontiére. Un arbre est diomplétési sa frontiére ne contient que
des symboles terminaux. On définit alors :
Définition 13.1 Le langagel(G) engendré par une grammaire d’arbres adjoigtest défini par :
L(G) ={w € ¥*,3r € T(G),w = T}etr a pour racineS

On appellelangage d’arbre adjoin{en anglaisTree Adjoining Language) un langage engendré par une
TAG.

A titre d'illustration, considérons la grammaire suivante plrr;@i%%%rb}, {S},8,{a},{B}), oua etg,
ainsi que l'arbre dérivé * 3, sont représentés dans la TaJ%IEI' =

b *
a € a S* b -
(a) (B) (ax B)
TaB. 13.1 — Une grammaire TAG poyn™b"} grm.tag.al

Variantes Nous I'avons mentionné, I'adjonction ne peut opérer sur un nceud pied. Une autre contrainte,
souvent proposée dans la littérature, consiste a interdire les adjonctions multiples sur un méme nceud. Ce
type de contrainte peut étre généralisée en distinguant systématiquement dans les arbres initiaux les nceuds
sur lesquels I'adjonction est possible, interdite, ou obligatoire. Cette distinction est traditionnellement mar-
guée par les indices respectiveméntl et OB sur ces deux derni rs ty| %%bq]e nceud. Si I'on interdit les
adjonctions multiples sur un méme nceud rl%_%rgamnmgire précé%ﬁtﬁ %’est plus valide {a"b"} est

engendré par les deux grammaires de la tgﬁfa—%ﬁTWespectivemerﬁl et 5o comme unique arbre
auxiliaire. L'ajout de contraintes locales sur les nceuds adjoignables accroit strictement, nous le verrons,
I'expressivité de ce formalisme.

Une autre variante des TAGs consiste a autoriser une seconde opération binaire, I'opésiiustitigion

Cette opération consiste simplement a greffer un aftde racine (non-terminaleY, sur une feuille d'un
arbrealpha étiquetée par le méme symbote Notationnellement, les feuilles sur lesquelles une opération

de substitution peut porter (on dit également les sites de substitution) sont identifiées par une fléche verticale,
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SNA SNA
| a S b a S
. | P
S* S* b
(@) (B1) (B2)
TaB. 13.2 — Des grammaires TAG avec contraintes locales patif } grm.tag.a
o
X
FiG. 13.2 — L'opération de substitution fig.tag.sut

comme sur la figurg%%%ds recevant une susbstitution ne peuvent recevoir d’adjonction. L'ajout

de cette nouvelle opération ne modifie pas I'expressivité des TAGs : au prix de modifications dans les arbres
élémentaires, tout langage engendré par une TAG avec substitution pouvant également étre engendré par
une TAG sans substitution.

Dérivations Une dérivation note une séquence d'opérations binaires. Comme pour les CFG, les dériva-
tions se représentent par des arbres, qui permettent de s’abstraire de I'ordre dans lequel les opérations sont
effectuées. Que représenter dans ces arbres ? les arbres impliqués, qui sont représentés par leur noms, I'arbre
recevant I'opération dominant I'autre opérande; la position ou I'opération a lieu, identifiée par le numéro
(par exemple de Gorn) du nceud sur lequel porte I'opération ; enfin le type d’opération (adjonction ou substi-
tution), traditionnellement distingué par des branches figurées respectivement en trait continu et discontinu.

lllustons cette ortr;]o%ahl;aide d’'un exemple tiré du domaine de la syntaxe naturelle, en considérant les arbres
dela grammairgaa' qg'w permet d’engendrer par exempdeville dort, la ville dort profondément, la petite
ville ne dort pas.

L'arbre de dériv qug da%rl9 phrage petite ville ne dort pas est représenté (avec toutefois un seul type de
traits) a la Figurgﬁ.a’g'
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S
|
oN ov
DEmle la |
dort
(1) (a2) (a3)
N N GV
/\ )
petite N V*  profondément ne V* pas
(B1) (B2) (Bs3)
TAaB. 13.3 — Une grammairette pour les langues naturelles grm.tag.In
a3
/\
az(1.1)  [(5(1.2)
|
(1)

FiG. 13.3 — Un arbre de dérivation

fig.tag.der

ag.props | 13.1.2 Quelques propriétés des TAGs

Nous introduisons ici les principales propriétés des TAGSs, en nous inspirant prj %m
conduits par A. Joshi et ses colléegues et dont les principaux résultats sont présenfés
Joshi, 19857?; ?).

r)ﬁ<er8

SISLEES (PG

Les Langages d’arbres adjoints (TAL)

Nous présentons ici une discussion de la capacité générative des TAG, tout d’abord dans leur version origi-
nale, puis dans le cas ou I'on autorise des contraintes locales sur les adjonctions.

CFL C TAL
Proposition 13.1 Pour tout langage hors-contexfg il existe une TAGY telle queL(G’) = L.

Preuve. La preuve repose sur une séparation entre les parties récursives et non-récursives de la grammaire
CFG représentant. AppelonsL, I'ensemble des phrases flelont la dérivation dan§€ ne contient aucune
récursion de laform& = aAf = ~A45 = w. Ly est nécessairement fini, ainsi que I'ensentbldes

arbres de dérivations des mots qu'il contidfitconstitue I'ensemble des arbres initiaux@e Considérons
maintenant 'ensemble des terminaux récursifsec’est-a-dire qui sont tels qud =, AgS. Il est

possible, pour chaque non terminditécursif, d’isoler (i) un ensemble de dérivatiadsS  aAS minimal

(ie. ne contenant pas d’autre occurenceddi¢ii) des ensembles finis de mots dérivables non-récursivement

144



de a et de. On en déduit, pour chaque non terminal récursif un ensemble fini d’arbres auxiliaires, puis
finalement une grammaire TAG qui engendre le méme langagé-quest intéressant de noter que cette
construction induit une TAG qui engendre les mémes arbres de dérivation que la grammaire CF initiale, et
qui lui est donc fortement équivalentes.

Une autre maniére, plus directe, de prouver ce résultat consiste a remarquer que, dans la variante autori-
sant la substitution, les régles CF se transforment trivialement en arbres élémentaires : chaque non-terminal
figurant en partie droite devenant un site de substitution dans I'arbre élémentaire correspondant. Le point
remarquable de cette transformation est qu’ellemd® aucun arbre auxiliaireLe fonctionnement des ré-
critures effectuées par une grammaire hors-contexte est donc intégralement pris en charge par I'opération
de substitution.

TAL c CL Les TAL contiennent donc tous les langages hors-contexte et méme un (petit) peu plus.

Considérons, en effet, la rr%rrgamz\:}\j(re%nTAG dont I'unique arbre initiakt les deux arbres initiaud{( et 33)
sont présentés dans la ta%[ézl' :

S T
g T P
| a T a S
. T
b S* ¢ b T ¢
(a) (B1) (B2)
TAB. 13.4 — Une grammaire TAG engendrant un langage contextuel grm.tag.w

Quel est le langage engendré par de Iat%@émit%gE%—ecért]u—diant les dérivations possibles avec cette grammaire,

il apparait qu’elle engendravec™, n > 0}, ouw satisfait de plus :

—|wla=lwly=n

— siu est un préfixe dev, alors|u| o >|u|

Ces deux propriétés se démontrent simplement par inférence sur la longueur des dérivations. Ce langage
n'est pas un langage CF, son intersection avec le langage ratipafigkc*} donnant lieu au langage
strictement contextuela™b™ec”,n > 0}. Les TAL constituent donc un sur-ensemble strict des langages

CF.

Un point imporant mérite d’étre souligné : le surcroit d’expressivité provient uniquement des arbres ayant
une profondeur au moins 2, qui sont en fait ceux par lesquels la contextualisation des récriture est opérée.
Sil'on se restreint uniguement aux arbres de profondeur 1, définissant la sous-cs%gﬁss%es grammaires TAGs
simples, alors on retrouve une expressivité exactement égale a celle des langddes al., 1976
Lintuition est ici que I'on ne peut en fait introduire de dépendance dans les récritures avec seulement
des arbres de profondeur 1. Une autre condition nécessaire au saut d'expressivité est I'existence (ou la
possibilité de dériver) d’arbres auxiliaires englobants, c’est-a-dire qui sont tels que leur adjonction conduit
a une insertion simultanée de symboles de part et d’autres du nceud sur lequel porte I'adjonction. Si I'on
ne restreint, en effet, les adjonctions a opérer de maniere latérale, signifiant que le nosud pied est soit le
pre Ciﬁarlbgscggz!le dernier symbole de la frontiére, on retrouve une expressivité égale a celle des grammaires
EE]Scﬁabes and Waters, 1995

Le gain d’expressivité est toutefois modeste : dans leur forme primaire, les TAGs ne peuvent en effet repré-
senter le langage contextuel fgl"b"ec”,n > 0 >}. La raison en est claire : un arbre auxiliaire pour ce
langage devra avoir un nombre égaldealeb et dec. Soit 5 un tel arbre, de racind’. Quelle forme peut
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alors avoir la frontiere dg ?

— X*abc : dans ce cas I'adjonction desur sa propre téte conduit & une frontiére non-conforXiéabcabc

— aX*bc: dans ce cas I'adjonction desur sa propre téte conduit & une frontiere non-conformeX:*bebe

L'autorisation de contraintes locales sur I'adjonction permet de gagner (encore un peu) en expressivité.

Rappelons que ces contraintes expriment, pour chague nceud interne d’'un arbre élémentaire :

— si une adjonction est possible ou pas

— si elle est possible, quels arbres peuvent s’adjoindre

— si I'adjonction est facultative ou obligatoire. Dans ce dernier cas, un arbre complété devra ne contenir
aucun nceud encore en aftente %HQ&%‘Q.L?“C“O”-

Considérons I'exemple de f%sﬁmm—dé telles contraintes. Cette grammaire engendre le langage

L = {a™b"c"d™} : toute adjonction de¢g augmentant simultanément de nombreadet dec de part et

d’autre deb, toute adjonction de augmentant simultanément le nombrebagt ded de part et d’'autre de

SNA SNA
/’\ P P
B S d a S S d
T 2 -
b € ¢ S C b S
() ©) ()
TAB. 13.5 — Une grammaire TAG poyu™b™c™d™} grm.tag.a

L'ajout ces contraintes permet également de décrire d’autres langages notoirement contextuels, tels que
{a™b™c"}, ou encore le langage “copidivew}. L'écriture des TAGs correspondantes est laissée en appli-
cation.

Enchassement et dépendances croiséekes TAGs permettent donc de représenter certains langages
contextuels. lls ne peuvent pas, de loin, les engendrer tous.

L L rm.tag.anbncn
Considérons en effet sur les dérivations de la gram engendrant le langage contextfielb™ec™}.

SNA TNA
g T P
| a T a S
e /’\ /y\
b S* ¢ b T* ¢
(a) ©) ™
TAB. 13.6 — Une grammaire TAG poyn"b"ec™} grm.tag.a

Faisons alors I'opération suivante, consistant a identifier par un méme indice les terminaux appartenant
originellement a un méme arbre. L'examen des dérivations montre que I'obtient des séquences de la forme :

aias...apby ... bic1...cp

Les paires:; b; comme les pairel ¢; se correspondent par “enchassement”; ce n’est pas le cas desipaires
¢; qui exhibent des dépendances croisees. |l est clair qu’on ne peut générer trois appariements “enchasseés”,
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mais il n’est en fait pas possible non plus d’obtenir avec des TAGs trois dépendances “croisées”, consistant
a obtenir une séquence de la forme :

a1as ...apb1by ... bycy...cp

La limitation des TAGs apparait ici clairement : les TAGs, comme les CFG, peuvent représenter un nombre
arbitraire d’appariements entre un nombre fini de symboles appariés; elles peuvent de surcroit représenter
des dépendances croiséesfs serial dependancies), ce que ne permettent pas les CFG. Il existe toutefois

une restriction forte sur des dépendances croisées : seules un nombre limité d’entre elles peuvent étre repreé-
sentées, correspondant au maximum a seulement deux (ensembles de) dépendances croisées fonctionnan
de maniere indépendante.

Croissance bornée Une des avantages du formalisme TAG est qu'il ne manipule que des arbres. Les
arbres d’'un TAL se “déduisent” les uns des autres par adjonction d’'un arbre auxiliaire sur un arbre complété,
donnant lieu a une croissance strictement bornée de la longueur des mots. Entre deux mots d’'un TAL, la
différence de longueur est, en effet, majorée par la longueur de la plus longue frontiere d'un arbre adjoint.

Cette observation permet de conclure que des langages cénfme: > 0}, qui ne respectent pas cette
propriété, ne peuvent étre représentés par des TAG.

Propriétés des TALs

Proposition 13.2 (Propriété de cloture) Les TALs sont clos pour les opérations rationnelles (union, conca-
ténation et étoile de Kleene).

Preuve. Considérons; = (X, V1,11, A1, 51) etGy = (X, Vs, Iz, A, Sy) deux grammaires TAG, avec de

plusV; NV, = (). Les propriétés de cloture des TALs se démontrent a I'aide des constructions suivantes :

- G=EVinVan{S} I N1y A1 N Ag, S) réalise 'union del(G;) et deL(G2), au prix d’une petite
modification des arbres de raciSg (de I;) et Ss (de.S2), que I'on étend vers le haut en les “coiffant”
d’'un nouveau nceud étiqueté par nouvelle radine

— la grammaire TAG réalisant la concaténatibh;1) L(G5) contient tous les arbres de, et deG, aux-
quels il faut ajouter tous les arbres permettrant de générer la succession et qui sont obtenus en combinant
chaque arbre de racing avec chaque arbre de racilSe en un nouvel arbre de racing dominant
directementS; et S,

— la grammaire TAG réalisantL (G ) contient tous les arbres d& , plus tous les arbres auxiliaires formés
en rajoutant une racing et un fréreS* a un arbre de racing;, plus finalement | rlltgtrg{aerinitial permettant
d’éliminer S, consistant en une racirfedominant directement(voir la Figuregg.zlf.

S
S N
| S* S1
€ N
FIG. 13.4 — Deux nouveaux arbres pour l'itération fig.tag.sta

Les TALs sont également clos pour l'intersection avec les langages rationnels.

Par contre, on dispose des résultats négatifs suivants :
— les TALs ne sont clos ni pour l'intersection ni pour la complémentation.
— I'intersection d’'un TAL avec un langage CF ne donne pas nécessairement lieu a un TAL.
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13.1.3 Deux formalismes équivalents aux TAGs
Les LIG

Les TAGs permettent de définir une classe de langage nommeée les langages faiblement sensibles au contexte.
Il est en fait possible de reconnaitre la méme classe de langages en étendant marginalement le formalisme
CFG, donnant lieu au formalisme dgeammaires a index linéairegen anglaisLinear Index Grammars,

LIGSs).

Ce nouveau formalisme comprend une grammaire CF “classique”, augmentée par la possibilité d’associer
une pile a chaque non terminal de la grammaire. Les symboles manipulés sur cette pile sont pris dans un
ensemble fini d’'indices. On noté[y] un non-terminal auquel est associée la pile&Chaque production

d’'une LIG prend alors la forme suivante :

Al = Xafl .. Xi[6] . Xl

ol et 3 se déduisent I'un de 'autre par une opération de flesfiou pop). La limitation essentielle des

LIG, qui leur confére leur nom diinéaire, est qu’un seul et unique non-terminal en partie droite est rendu
dépendant de I'histoire de la dérivation de la partie gauche par le mécanisme de transmission de la pile.
Tous les autres non-terminaux se dérivent indépendamment de la partie gauche qui leur a donné naissance.
Le langage engendré par une LIG contient tous les séquences de termiqalgnxtgglidérivant de Baxdome

pile associée étant originellement vide. Ainsi par exemple la LIG de la reconnait le langage
{wew,w € ¥*}, qui est un langage contextuel.

TaB. 13.7 — Une LIG poufwcw} grm.tag.lic

. L . X - . . ho68a
Les LIGs constituent une restriction des Grammaires a Index (IG) originellement mtrodwte%s?aans
Quelques résultats importants : ) Viiay-Shankeroda _
— les LIG engendrent exactement les mémes langages que les TAGs (vbfij@g-Shanker and Weir,
19949).
— les LIG engendrent un sous-ensemble strict des langages que I'on peut engendrer avec des IG, qui elles-
méme engendrent un sous-ensemble strict des langages contextuels.

Automates a pile

Comme pour les CFG il est possible de définir un formalisme a base d’automates cﬂgr.l%% langages faible-
ment sensibles au contexte. Ces automates a pile généralisent les PDA présentés ag,@%)ﬁmfmlagant

les piles par des piles de piles. Un mouvement dans I'automate est, comme pour les PDA, déterminé par le
symbole sur la tAjgsgs;gcture et le symbole en haut de pile; il peut conduire a la création de nouvelles piles
(voir par exempl}?).
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clag.oyk | 13.2 Analyser les TAGs “ala CYK”

Dans cetiseeg?c.;t:iq(n, nous décrivons la transposition de I'algorithme CYK, présenté pour les grammaires CF a
la sectionlZ.Tau cas des gﬁgéggjéﬁgs d’arbres adjoints avec contraintes locales, en suivant, pour I'essentiel,
la présentation donnée dgmmeber et al., 1994Pour un nceud d’adresgadans I'arbrer, notér@p, on

désigne parddj(T@p) I'ensemble des arbres auxiliaires pouvant s’adjoindre. Lorsque le noeud n’accepte
aucune adjonction, cet ensemble est vide.

Sil'on considére les productions d’'une grammaire CF comme des arbres de profondeur 1, on peut dire que
CYK implante une stratégie gauche-droite strictement ascendante visant a “découvrir” en remontant un arbre
de dérivation formé par concaténation des arbres-production. La complétion d’'un constituant permettant de
“remonter” d’'un niveau dans I'arbre, par identification de la racke’un sous-arbre avec une feuille,
également étiqueté&, d'un sous-arbre de niveau supérieur. Dans sa version tabulaire, chaque item de la
table correspond a un (ensemble de) sous-arbre(s) couvrant un facteur du mot a analyser.

L'adaptation aux TAGs de CYK procede d’'une démarche similaire, a la différence pres qu'il faut étre capable
de gérer des hypothéses sur la sous-chaine couverte par le pied d’un arbre auxiliaire, qui délimite un segment
de longueur arbitraire entre les zones couvertes par les autre fragments de I'arbre. Il faut étre capable de gérer
des hypothéses sur la réalisation ou non d’'une adjonction sur un nceud potentiellement adjoignable.

Les items Comme pour CYK, les items correspondent a des sous-arbres de I'arbre de dérivation. Cette
méme information sera exprimée dans l'item pate nom de l'arbre, ep, 'adresse de Gorn du nceud
interne de I'arbre pour l'instant reconnu. Les hypothéses sur la réalisation d’'une adjonction sur un nceud
v sont représentées par un point, qui peut étre localisé sous le nceud (en position “bottom”), signifiant que
I'adjonction est possible ; ou bien au dessus du nceud, signifiant que I'adjonction n’est plus autorisée, soit
gu’elle ait déja eu lieu, soit qu'on fasse I'hypothése qu’elle n'aura pas lieu.

En plus de ces trois informations, les items contiennent des indices positionnels, en nombre de 4, qui per-

mettent de repérer les séquences, éventuellement discontinues, de I'entrée qui sont couvertes par I'item. Un

item a donc la forme suivante[t, add, pos, i, j, k, [], désignant un sous-arbre dont la racine est le nceud

d’adresseidd de T, dont le point est situé en positigas (= ¢ oub), et tel que :

— soit7@add domine un nceud pied et couvre deux fragments potentiellement non-adjacents de I'entrée :
entrei etj — 1 etentrek etl — 1.

— soitT7@add ne domine pas de noeud pied, impliquant que la chaine couverte est un facteur, et que donc les
indices centraux, devenus inutiles, prennent des valeurs arbitraires, conventionnellement notées par : _;

Avec ces notations, le succés du parsage d’un mot de longueurespond a I'insertion d’'un itefm, 0,¢,1, _, _, nj,

ou la racine de est étiquetée pas.

Initialisation  Linitialisation de I'analyse ascendante implique deux opérations : la reconnaissance des
symboles terminaux et le démarrage d’hypothéses de “trous” dominés par les pieds d’arbres auxiliaires. Ces
deux opérations correspondent respectivement aux étapes d'initialisation suivantes :

I/l repérage des symboles de I'entrée
foreachT € I do

if label (T@Qp) = w;

then insert([7,p,t,i,_, ,i+1]inT

fi
od
/I seulement pour les arbres auxiliaires
foreachTt € A, 1 <i< j<ndo
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I/l p est le numéro du pied de
insert([T,p,t,i,1,7,7]inT
od

Déductions Nous utilisons ici I'hypothése (aussi faite dans CYK) que tous les arbres sont au plus binaires.
La complétion d’'un sous-arbre résultant de la saturation de ses filles prend alors seulement deux formes
possibles, selon que la racine du sous-arbre posséde une ou deux filles :

/I complétion unaire

if [r,p.1,t,4,5, k0] €T
then insert([7,p,b,4,j,k, 1] IinT

fi

/I complétion binaire

if [r,p.1,t,0,5,k, 1] €T A [1,p2,t,1,5,k',m] €T
then insert([7,p,b,i,5V j/, kV K m]inT

fi

Ces deux régles de complétion créent des items correspondant a des nceuds potentiellement adjoignables

a partir de nceuds saturés par rapport a I'adjonction. La régle de complétion binaire intégre une contrainte

supplémentaire : elle ne peut combiner deux noceuds dominant un pied, car il y a au plus un pied par arbre.

Trois cas sont possibles :

— larbrern'apasdepiedj=j'=k=k =jVj=kVEK =_

— lepiedestagauchg =k'= _,jVvji =4kVEK =k

— lepiedestadroit¢ =k=_,jVvji =73 kVEK =k

Reste a considérer maintenant I'opération d’adjonction sur un nceud encore adjoignable. Deux hypothéses

sont a considérer :

— soitil n'y a pas d’adjonction, et le point passe de positié

— soitil y a une adjonction, impliquant un arbre auxiliaire complétement reconnu ; ceci n'est naturellement
possible que si I'adjonction de est possible sur le nceudp.

Ces deux configurations se formalisent par :

/I non adjonction sur@p

if [7,p,b,4,5,k,l]eT
then insert([7,p,t,i,7,k,1])inT

fi

/[ adjonction sur@p

if [1,p,0,4,7,k,l]] €T A [0,0,t,m,i,l,n] €T AN o€ Adj(TQp)
then insert([7,p,t,m, j,k,n])inT

fi

La réalisation d'une adjonction correspond a I'enchassement du sous~@&rbsmous le pied de, comblant
ainsi le “trou” dec entre les indices et /. Le nouvel item hérite du trou éventuel dominé par le pied, s'il
existe, der.

Complexité Quelle est la complexité de cet algorithme ? Il y a un nombre fini d’arbres@ainspliquant

un nombre fini, dépendant uniquement de la grammaire, pour les trois premiéres positions des items. Au
total, pour une phrase de longueuil y aura au plusO(n*) items ; pour chacun d’entre la régle d’adjonc-

tion demande de considérer de I'ordrerddétems pouvant potentiellement s’adjoindre, soit une complexité
totale enO(n%). Malheureusement, cette complexité maximale est également la complexité moyenne, le
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traitement purement ascendant entrainant I'insertion puis le développement inutile de multiples items cor-
respondant a des hypothéses portant sur des arbres auxiliaires couvrant des séquences comportant des trous
de longueurs variables. Comme pour le parsage des CFG, il est tout a fait possible d’ajouter des mécanismes

de contrdle desc quq%]zta qui vont limiter la prolifération de ces hypothéses, donnant lieu & un parsage “a la
Earley” des TAG&? ).
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